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PRÉFACE 


Les cours de nombreuses Ecoles supérieures, y compris 
des Instituts des Mines, de Métallurgie, d'Economie techni- 
que, de Technologie chimique, des Constructions électriques, 
etc., prévoient la présentation de la résistance des matériaux 
suivant un programme abrégé professé en 80 ou 120 heures. 

Un tel programme impose l'existence d’un manuel som- 
maire rendant compte des connaissances essentielles relatives 
à la discipline traitée. 

Le présent ouvrage rédigé en se guidant par ces impéra- 
tifs a pour objectif de combler la lacune due à l’absence des 
livres de ce genre. 

Les questions principales sont illustrées par des exemples 
qui, toutefois, ne sont ni nombreux ni compliqués. L’auteur 
tient compte du fait que les étudiants, tout en assimilant la 
théorie, poursuivent des études pratiques, où ils acquièrent la 
maîtrise de résolution des problèmes plus compliqués et font 
des devoirs en utilisant des ouvrages correspondants. 

Le manuel donne la description d’une méthode nouvelle 
très efficace et simple de la détermination des déplacements 
en flexion. 

Les unités utilisées dans le manuel correspondent au 
Système International (SI) et la symbolisation est conforme à 
la norme CT 1565-79 de CEE. 

L’auteur exprime sa reconnaissance aux enseignants de la 
chaire de Résistance des matériaux de l’Institut d’Aviation 
S. Ordjonikidzé de Moscou, et notamment, au professeur 


I. Trapézine, au candidat ès sciences techniques V. Karava- 
nov, au chargé de cours par intérim M. Mikhaïlov, pour 
leurs suggestions utiles. 

Il exprime également à l’avance sa reconnaissance à tous 
ceux des lecteurs qui voudraient bien lui présenter leurs sug- 
gestions et propositions qu’il prie d’adresser aux Editions 
«Vyschaïa Chkola». 

L'auteur 


CHAPITRE PREMIER 


GÉNÉRALITÉS 


$ 1. Objet de la Résistance des matériaux 


Les divers ouvrages et machines dont la conception et la construction 
sont assumées par un ingénieur dans son activité pratique doivent posséder 
nécessairement, en plus de bien d’autres propriétés et qualités, celle de la 
résistance, c’est-à-dire la propriété de résister à la destruction sous l'action 
des forces (charges) extérieures. Pour ce faire les éléments (pièces) des ou- 
vrages et machines doivent se fabriquer en matériaux correspondants de 
dimensions convenables. 

La première tâche qui incombe donc à un cours de Résistance des maté- 
riaux est de présenter un exposé suivi des méthodes de calcul à la résistance 
des éléments des constructions. 

Outre cela, dans de nombreux cas il s’agit de déterminer les variations 
de la forme et des dimensions (déformations) des éléments sous l’action des 
charges. 

Il en est ainsi du fait qu’en réalité 1l n’existe pas dans la nature des corps 
parfaitement solides, indéformables, qu’étudie la mécanique rationnelle. Il 
est vrai que les déformations dues en service aux charges courantes sont 
peu grandes et ne peuvent être détectées qu’à l’aide des appareils spéciaux 
(extensomètres). 

De faibles déformations n’influent pas d’une façon importante sur les 
lois de l’équilibre et du mouvement des corps, ce qui fait que la mécanique 
rationnelle ne les envisage pas. Pourtant, sans l’étude de ces déformations 
il est impossible de résoudre le problème très important pour la pratique 
des conditions susceptibles d’amener la rupture de la pièce ou, à l’inverse, 
des conditions susceptibles d’assurer le service d’une pièce sans aléas. 

D'autre part, dans de nombreux cas la grandeur des déformations doit 
être limitée si petites soient-elles par rapport à la pièce elle-même, car s’il 
n’en est pas ainsi, le fonctionnement normal de la construction peut deve- 
nir impossible. Par exemple, la déformation d’une pièce usinée et des élé- 
ments d’une machine-outil peuvent altérer la précision d’usinage, ce qui est 
inadmissible. 

La propriété d’un élément de construction de résister à la déformation 


s’appelle rigidité. ; 


Ceci détermine la deuxième tâche du cours: exposer les méthodes de cal- 
cul des éléments des constructions à la rigidité. 

Sa tâche suivante est liée à l’étude de la stabilité des formes d’équilibre 
des corps réels, c’est-à-dire subissant la déformation. 

Par stabilité on entend /a propriété de l'élément de résister sous de fai- 
bles actions perturbatrices à la manifestation des écarts importants de 
l'équilibre non perturbé. 

Par action perturbatrice on peut évidemment entendre une faible varia- 
tion de la charge. 

Donc, le concept de stabilité peut être énoncé aussi de la façon suivante. 

L'équilibre d’un élément est stable si à un faible changement de charge 
correspond un faible changement de déformation. 

Au contraire, l'équilibre est instable si une variation limitée de la charge 
entraîne une poussée très grande des déformations. 

La perte de stabilité se traduit également par la brusque succession 
d'une forme d'équilibre à une autre. 

A titre d’exemple citons le cas de la compression d’un élément mince 
par une force appliquée le long de son axe. Jusqu’à une certaine valeur (cri- 
tique) de la force comprimante fonction du matériau, des dimensions et des 
conditions de fixation de l’élément, il conserve la forme rectiligne. Lorsque 
la force atteint la valeur critique, il devient possible que l’élément adopte en 
plus de la forme rectiligne d’équilibre, une forme incurvée, plus dange- 
reuse. 

La perte de stabilité peut survenir sous des valeurs des charges ne pré- 
sentant aucun danger du point de vue de la résistance ou de Ia rigidité. 

L’exposé des méthodes de calcul des éléments des constructions à /a sta- 
bilité constitue la troisième tâche du cours. 

En appliquant les méthodes mentionnées il faut s’efforcer d’assurer une 
économie maximale des matériaux, c’est-à-dire de retenir des dimensions 
suffisantes non excessives des pièces des machines et des constructions. Il 
est clair qu’à cet effet il faut que l’étude des propriétés des matériaux utili- 
sés et de l’allure des charges appliquées soit la plus poussée possible. Ceci 
s’obtient par une exploration expérimentale sous tous les aspects et une 
étude minutieuse de l’expérience acquise dans la conception et le service des 
constructions. 

Par ailleurs, pour déduire les relations de calcul principales il faut intro- 
duire des hypothèses et des restrictions simplificatrices de toute sorte. Leur 
validité, ainsi que la valeur de l’erreur qu’elles apportent dans les formules 
de calcul sont vérifiées en comparant les résultats obtenus à l’aide des for- 
mules avec les données empiriques. 

Les constructions qu’un ingénieur affronte généralement dans sa prati- 
que ont d’habitude une forme complexe dont les éléments isolés peuvent 
être ramenés aux types les plus simples: 


8 


1. BARRE, corps dont deux dimensions sont petites par rapport à la 
troisième (fig. 1.1, a). Dans un cas particulier une barre peut avoir une sec- 
tion droite à aire constante et axe rectiligne. Une barre à axe rectiligne 
s’appelle souvent tige. L’axe d’une barre c’est la ligne qui réunit les centres 
de gravité de ses sections droites. 


La section droite est la figure plane dont le centre de gravité repose sur l’axe et qui est nor- 
male à cet axe. ‘ 


2. PLAQUE, corps délimité par deux surfaces planes séparées par 
une distance petite devant les autres dimensions (fig. I.1, b). 

3. COQUE, corps délimité par deux surfaces curvilignes séparées par 
une distance petite devant les autres dimensions (fig. I.1, ©). 

4. BLOC, corps dont toutes les trois dimensions sont de même ordre. 


c) 


CS 


d Fig. [.1 Fig. 1.2 


Le cours de Résistance des matériaux a surtout pour objet l’étude des 
corps à la forme de barres de section constante et des structures les plus 
simples qu’elles forment. A cet effet, on envisage les barres à rigidité suffi- 
sante, c’est-à-dire ne subissant pas sous charge de déformations importan- 
tes. 

Pour ce qui est des barres très flexibles (fig. 1.2), elles sont le siège des 
déformations si fortes, qu’il est impossible de ne pas en tenir compte même 
dans le calcul des réactions d’appui. Quant au calcul de la nouvelle distance 
L,, sensiblement différente de la distance /,, c’est une tâche plutôt compli- 
quée. 

Les méthodes de calcul des barres flexibles, des plaques, des coques et 
des blocs sont décrites dans le cours de la Théorie appliquée de l’élasticité, 
affranchi des hypothèses simplificatrices introduites par le cours de Résis- 
tance des matériaux. Les méthodes de la théorie de l’élasticité permettent 
d’obtenir aussi bien des solutions exactes des problèmes envisagés par la 
Résistance des matériaux, que celles des problèmes plus complexes qui ne 
se prêtent pas à l’application des hypothèses simplificatrices. 

Les méthodes de calcul des structures à tiges (treillis) font l’objet du 
cours de la Théorie des structures qui porte également le nom de Mécani- 
que des constructions. 


L’essor des connaissances sur la résistance des matériaux, tout comme 
celui des disciplines connexes, est indissolublement lié au développement de 
la technique. 

L’apparition de la Résistance des matériaux en tant que branche scienti- 
fique date du XVII siècle et est associée au nom de Galilée. Un apport 
important dans ce domaine, ainsi qu’à la théorie de l’élasticité, a été fait 
par des savants aussi éminents que Hooke, Bernoulli, Saint-Venant, 
Cauchy, Lamé, d’autres encore, qui ont énoncé les hypothèses fondamen- 
tales et ont donné certaines équations de calcul. 

Il convient de signaler particulièrement les recherches d’Euler, grand 
savant du XVIII siècle, membre de l’Académie des Sciences de Péters- 
bourg. Son ouvrage consacré au calcul à la stabilité des barres comprimées 
est largement utilisé de nos jours encore. 

Les travaux des savants russes D. Jouravski, C. Golovine, etc. ont 
acquis au XIX® siècle une renommée mondiale. La formule de Jouravski 
des constantes tangentielles en flexion est appliquée jusqu’à nos jours. 

Vers la fin du XIX® siècle F. Yassinski a réalisé les calculs à la stabilité 
des barres comprimées qui aujourd’hui encore présentent de l’intérêt. 

Dès le début du XX° siècle le rôle des savants russes dans la théorie de la 
résistance des matériaux ne cesse de croître. On voit apparaître les ouvrages 
remarquables du professeur I. Boubnov, de A. Krylov, de l’Académie des 
Sciences, d’autres encore, consacrés au développement et au perfectionne- 
ment des méthodes de calcul. La méthode de Boubnov relative à la résolu- 
tion des problèmes complexes jouit d’une reconnaissance universelle. 

L'apport de S. Timochenko, auteur des manuels de la plus haute classe 
et de nombreux ouvrages scientifiques sur le calcul des constructions à la 
résistance, à la stabilité et aux oscillations, à la théorie de la Résistance des 
matériaux, a été très grand. 

En U.R.SSS. il existe un grand réseau de centres de recherches chargés 
d'étudier les méthodes du calcul des constructions. De nouvelles méthodes 
efficaces de calcul des pièces de forme complexe sollicitées par des charges 
les plus variées y sont élaborées par leurs chercheurs et concepteurs en col- 
laboration avec les spécialistes des écoles supérieures. 

Il convient de mentionner ici les ouvrages de l’académicien N. Daviden- 
kov sur les théories de la résistance, de l’académicien S. Sérensen consacrés 
à l’étude de la résistance des pièces sollicitées par des charges variables, de 
l’académicien A. Dinnik, sur la stabilité, etc. 

Il faut noter spécialement les travaux du professeur V. Vlassov sur le 
calcul des tiges à parois minces et des enveloppes largement appliqués dans 
les techniques modernes. 

Des recherches importantes sont dues également à Y. Rabotnov, 
A. Ilhouchine, E. Grigoliuk, V. Bolotine, A. Smirnov, V. Féodossiev, 
N. Bezoukhov, A. Rjanitsyne, S. Ponomarev, I. Trapézine et à d’autres 
savants soviétiques. 
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$ 2. Hypothèses adoptées par le cours de Résistance 
des matériaux 


Les problèmes de calcul des éléments des constructions étant très com- 
pliqués, en résistance des matériaux on adopte certaines hypothèses sur les 
propriétés des matériaux, les charges et l’interaction entre les contraintes et 
la pièce. 

La vérification expérimentale des relations de calcul établies dans ce qui 
suit à partir de ces hypothèses, a montré qui l’erreur qu’elles apportent est 
négligeable et dans la pratique on peut ne pas en tenir compte. 

1" HYPOTHÈSE. La matière d’un corps est de structure continue. Ceci 
fait qu’on ne prend pas en compte la structure discrète, atomistique, de la 
matière. Cette hypothèse est parfaitement justifiée du point de vue prati- 
que, la structure de la plupart des matériaux de construction étant à grains 
si fins qu’on peut admettre sans grande erreur qu’elle est continue. Même 
pour les matériaux tels que le bois, le béton et les pierres, les calculs fondés 
sur l’hypothèse de la continuité de la structure donnent des résultats prati- 
quement satisfaisants. 

Ceci s’explique par les dimensions des pièces réelles, qui sont de nom- 
breuses fois plus grandes que les distances interatomiques. 

Dans ce qui suit cette hypothèse rend possible l’utilisation du forma- 
lisme mathématique des fonctions continues. 

2° HYPOTHÈSE. Le matériau de la pièce est homogène, c'est-à-dire qu'il 
possède en tous ses points les mêmes propriétés. L'homogénéité des métaux 
est très élevée, c’est-à-dire qu’en tous les points de la pièce leurs propriétés 
sont pratiquement les mêmes. Le bois, le béton, les pierres, les matières 
plastiques à charge sont moins homogènes. Par exemple, le béton contient 
comme charge de petites pierres, du gravier, du gravillon, dont les proprié- 
tés diffèrent de celles du ciment. Le bois possède des nœuds dont les pro- 
priétés se distinguent sensiblement des propriétés de l’autre masse du bois. 
Dans les matières plastiques les propriétés de la résine sont tout autres que 
celles de la charge. 

Pour autant, comme le montre l’expérience, les calculs fondés sur 
l'hypothèse de l’homogénéité du matériau fournissent pour les matériaux 
de construction principaux des résultats satisfaisants. 

3° HYPOTHÈSE. Le matériau de la pièce est isotrope, c'est-à-dire qu'il 
possède les mêmes propriétés dans toutes les directions. 

D’après les recherches, les cristaux constitutifs de nombreux matériaux 
possèdent dans de différentes directions des propriétés très différentes. Par 
exemple, pour le cuivre la résistance des cristaux suivant la direction varie 
de plus de trois fois. 

Cependant, pour les matériaux à grains fins le nombre énorme de cris- 
taux désordonnés fait que dans les différentes directions les propriétés 
s’égalisent et on peut admettre que ces matériaux sont pratiquement isofro- 
pes. 
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Pour les matériaux tels que le bois, le béton armé, les matières plasti- 
ques, la justification de ces hypothèses n’est qu’approximative. 

Les matériaux dont les propriétés sont différentes dans les diverses 
directions sont dits anisotropes. 

4 HYPOTHÈSE. Avant l'application de la charge les forces intérieures 
(initiales) n'interviennent pas dans le corps. La résistance à la modification 
de la forme et des dimensions du corps sous charge est assurée par les for- 
ces d'interaction entre les particules du matériau, appelées forces élasti- 
ques. Par la suite, en parlant des forces intérieures nous entendrons préci- 
sément ces forces élastiques sans tenir compte des forces moléculaires en 
interaction dans un corps non sollicité par une charge. 

Aucun matériau ne respecte pleinement cette hypothèse. Les pièces en 
acier sont sollicitées par des forces intérieures engendrées par le refroidisse- 
ment irrégulier, le bois, par le séchage irrégulier, le béton, par le processus 
de solidification. 

Dans les cas courants, ces forces sont inconnues de l’agent d’étude. 
Lorsqu'on peut admettre qu’elles sont importantes, il convient de les déter- 
miner par voie expérimentale. 

Il faut noter que les forces qui interviennent dans les constructions et 
leurs éléments sont jusqu’à présent étudiées d’une façon insuffisante. 

5° HYPOTHÈSE OU PRINCIPE DE L'INDÉPENDANCE DE L'EFFET DES FOR- 
CES. Le résultat de l'action sur un corps d’un système de forces est égal à la 
somme des résultats de l’action de ces mêmes forces appliquées au corps 
.SuCcessivement dans un ordre quelconque. Par «résultat de l’action» il con- 
vient d’entendre, suivant le problème concret, les déformations, les forces 
intérieures engendrées dans le corps et le déplacement des points isolés. 

Il faut retenir que l’action des forces isolées d’un système doit être exa- 
minée avec {es réactions des liaisons qui leur correspondent. 


Le principe de l’indépendance de l’effet des forces largement appliqué 
en mécanique rationnelle aux corps parfaitement solides n’est utilisable 
dans le cas des corps déformables que sous les deux conditions suivantes : 

1. Les déplacements des points d’application des forces sont petits par 
rapport aux dimensions du corps. 
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2. Les déplacements qui résultent de la déformation du corps dépendent 
linéairement des forces appliquées. De tels corps (systèmes) s’appellent 
corps linéairement déformables ou vérifiant la loi de Hooke. 

Dans les constructions ordinaires ces deux conditions sont respectées, et 
c’est pourquoi dans le calcul des forces appliquées aux constructions on 
recourt largement au principe de l’indépendance de l’effet des forces. 

6° HYPOTHÈSE OU PRINCIPE DE SAINT-VENANT. Aux points du COrps as- 
sez éloignés du point d'application des charges les forces intérieures ne dé- 
pendent que faiblement du mode concret d'application de ces charges. 

Dans de nombreux cas ce principe permet de remplacer un système de 
forces par un autre système statiquement équivalent, ce qui permet de sim- 
plifier sensiblement le calcul. 

Par exemple, pour le calcul d’un rail (fig. 1.3) envisagé comme une pou- 
tre reposant sur plusieurs appuis (traverses), la charge réelle de la roue, 
répartie sur l’aire de contact suivant une certaine loi plutôt difficile à éta- 
blir, peut être remplacée par un effort concentré (résultant). 

Dans ce qui suit, dans des textes correspondants, nous énoncerons cer- 
taines autres suppositions et hypothèses. 


$ 3. Forces extérieures (charges) 


Les charges appliquées à un ouvrage ou à ses éléments sont des forces 
ou des couples (moments) des forces qui peuvent être envisagés comme 
concentrés Où répartis. 

_ Ilest vrai que dans la nature il n’existe pas de forces concentrées. Tou- 
tes les forces réelles sont réparties suivant une surface ou un volume. Par 
exemple, la pression d’une roue sur un rail est transmise pratiquement par 
l’aire produite par la déformation du rail et de la roue (cf. fig. 1.3). Pour- 
tant, pour déterminer les forces intérieures qui sollicitent le rail et la roue à 
une certaine distance de l’aire de transfert de la pression, on peut sur la 
base du principe de Saint-Venant, remplacer la charge répartie par une 
résultante concentrée, ce qui simplifie le calcul. 

Les charges concentrées sont exprimées en newtons (N), kilonewtons 
(KN) ou méganewtons (MN). 

Les charges réparties peuvent être superficielles (par exemple, pression 
du vent ou de l’eau sur une paroi) et vo/umiques (par exemple, pesanteur, 
inertie). 

Les dimensions de la section droite d’une barre étant petites par rapport 
à la longueur, sa pesanteur est ordinairement envisagée non pas comme une 
charge volumique, mais comme une charge répartie suivant la longueur. 

Les charges réparties sont exprimées par le rapport entre les unités de 
force et l’unité de longueur, de surface ou encore de volume. Les charges 
aussi bien concentrées que réparties peuvent être soit statiques, soit dyna- 
miques. 
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On appelle statiques les charges dont la valeur ou le point d’application, 
ou encore la direction, changent très lentement, de sorte que l’accélération 
qui en résulte peut être négligée. Les oscillations des ouvrages ou de leurs 
parties sollicitées par de telles charges sont négligeables. 

On dit dynamiques pour les charges qui varient dans le temps à une 
grande vitesse (par exemple, les charges de choc). Dans divers ouvrages leur 
action provoque des oscillations. Or, d’après la deuxième loi de Newton 
celles-ci, par suite de la variation de la vitesse des masses oscillantes, font 
apparaître des forces d’inertie proportionnelles à ces masses et aux accélé- 
rations. Ces forces d’inertie peuvent dépasser de nombreuses fois les 
mêmes charges appliquées statiquement. 

Les lois de la variation des charges dans le temps peuvent avoir un 
caractère très compliqué. 

Dans un cas particulier la variation de la charge F peut être périodique, 
de sorte que ses valeurs maximales reviennent dans les mêmes intervalles de 
temps f. Les charges de ce type sont dites répétitives à régime stable ou 
intermittentes (fig. 1.4). Le calcul à la résistance de l’effet de telles charges 
est examiné au chapitre XII. 

Toutefois, nombreux sont les cas où la variation de la charge dans le 
temps n’est pas d’un caractère stable (fig. 1.5). Il en est ainsi, par exemple, 
pour les pièces constitutives des automobiles, des tracteurs, des machines- 
outils, ainsi que de divers ouvrages (immeubles, pylones, etc.) qui subissent 
la pression du vent, de la neige, etc. Ces charges sont dites répétitives à 
régime instable. 


Fig. 1.4 Fig. 1.5 


Leur étude plus poussée n’est possible qu’en appliquant la méthode de 
la statistique et de la théorie des probabilités aux grandeurs aléatoires. 

A titre d'exemple, considérons le calcul de la charge exercée par le vent 
sur les grues à tour, les ponts, les immeubles et d’autres ouvrages. 

On sait qu’au même site géographique la vitesse du vent qui détermine 
la charge qu’il exerce, est incessamment variable. D’après les observations 
de longue durée, dans la région de Moscou, par exemple, sa vitesse chan- 
geait dans de larges limites (fig. 1.6). Le plus souvent (dans 33% des cas) 
elle était de 3,5 m/s. Parfois elle atteignait 12 m/s (dans 2% des cas) et 
plus. Mais il arrivait aussi que le vent ne soufflait presque pas-ou pas du 
tout, fait d’ailleurs très rare. 
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Les courbes du type considéré s’appellent courbes de distribution. Elles 
donnent une idée suggestive de la variabilité de la grandeur envisagée. 

Quelle est donc la vitesse du vent qu’il faut retenir pour le calcul ? On 
est tenté d’abord de prendre sa plus grande valeur enregistrée. Or, prerniè- 
rement, rien n’assure que pendant le service l’ouvrage ne subira pas 
l’action d’un vent plus fort que celui enregistré précédemment. Deuxième- 
ment, il est clair que pour le calcul d’un ouvrage à petit délai de service (en 
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bois, par exemple) il n’est pas raisonnable de se guider par la vitesse du vent 
qui s’observe une fois tous les 100 ou 200 ans. Par conséquent, la valeur de 
la charge doit être choisie en fonction du délai de service de l’ouvrage et de 
son importance. 

Ce qui vient d’être dit à propos de la charge exercée par le vent se rap- 
porte dans la même mesure à la plupart de toutes les autres sollicitations. 

Pour le calcul des ouvrages les valeurs des charges sont réglementées 
par les cahiers des charges et les normes prévues pour leur conception. 

En construction mécanique les charges de calcul sont déterminées en 
fonction des conditions concrètes du service de la machine: valeurs nomi- 
nales de la puissance, vitesse angulaire de certaines de ses pièces, pesanteur, 
forces d'inertie, etc. Par exemple, en calculant les pièces d’un camion de 
trois tonnes on tient compte de la charge utile nominale égale à 3 tonnes. 
Quant aux surcharges éventuelles de la voiture, elles sont prises en compte 
en retenant pour les sections droites des pièces des dimensions assurant une 
marge’de sécurité. Cette marge sera étudiée de plus près au $ 11. 


$ 4. Déformations et déplacements 


Comme nous l’avons déjà dit, sous l’action des forces extérieures appli- 
quées tous les corps se déforment dans telle ou telle mesure, c’est-à-dire 
qu'ils changent leur dimension ou leur forme, ou encore les unes et les 
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autres simultanément. Le changement des dimensions linéaires des corps 
ou de leurs parties s’appelle déformation linéaire, dite angulaire lorsque ce 
sont les dimensions angulaires qui changent. Lorsque la longueur du corps 
augmente, on dit a/{/ongement, et lorsqu’elle diminue, on dit raccourcisse- 
ment. 

Si le corps est déformé suivant le volume, on dit que le corps se déforme 
en un point donné dans la direction donnée. 

Si à la surface du corps, au voisinage du point envisagé, on trace un très 
petit parallélogramme 7 2 3 4 (fig. 1.7, a), la déformation fera ce parallélo- 
gramme prendre dans le cas général la forme 7° 2° 3° 4’ (fig. 1.7, b). Les 
longueurs de ses côtés changeront (augmenterônt ou diminueront), alors 
que les côtés eux-mêmes tourneront par rapport à leur position initiale. 


a) b) 


+08 


Fig. 1.7 


Si par exemple, la longueur du côté 2 3 change de A/, le rapport | 
Emoy = AS/S 


s’appelle déformation linéaire moyenne (dans notre cas, allongement 
moyen) au point 2. 
Lorsque le segment s diminue, on obtient à la limite 


lim As/s = €, 
s — 0 


où € est la déformation linéaire réelle au point 2 dans la direction 2 3. 

Le changement de l’angle droit initial entre les côtés du parallélo- 
gramme envisagé y = æ + B définira la déformation angulaire (ou l’angle 
de cisaillement) au point donné. 

L’expérience montre qu’après la suppression de la charge les déforma- 
tions aussi bien linéaires qu’angulaires peuvent disparaître ou ne disparai- 
tre que partiellement (en fonction du matériau et de la valeur de la charge). 
Les déformations qui disparaissent après la décharge sont dites élastiques 
et la propriété du corps de reprendre après la décharge sa forme initiale 
s’appelle é/asticité. 

Quant aux déformations que le corps conserve même après la suppres- 
sion de la charge, elles sont dites résiduelles ou plastiques, et la propriété 
des matériaux de conserver ces déformations résiduelles s’appelle plasticité. 
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En connaissant les déformations d’un corps en tous ses points et les 
conditions de sa fixation, on peut déterminer les déplacements de tous ses 
points, c’est-à-dire indiquer leur position (les nouvelles coordonnées) après 
la déformation. Pour assurer le service normal d’un ouvrage, les déforma- 
tions de ses éléments doivent être, généralement, élastiques, et les déplace- 
ments qu’elles provoquent ne doivent pas dépasser les valeurs admissibles 
déterminées. Ces conditions exprimées sous forme de telles ou telles équa- 
tions s’appellent conditions de rigidité. Dans certains cas on admet de peti- 
tes déformations plastiques (pour les constructions en béton armé, en ma- 
tières plastiques, pour les constructions en métal soumises à l’action des 
températures élevées). 


$ 5. Méthode des sections 


Les forces intérieures (forces élastiques) qui interviennent dans un corps 
sous l’action de la charge sont des forces à distribution continue (en vertu 
de l’hypothèse adoptée sur la continuité du matériau du corps). Nous mon- 
trerons plus loin comment ces forces sont déterminées pour un point quel- 
conque d’un corps. Pour le moment nous déterminerons les efforts résul- 
tants (y compris les moments) auxquels se ramènent dans la section ces for- 
ces élastiques. Ces efforts résultants ne sont rien d’autre que les composan- 
tes du vecteur principal et du moment principal des forces intérieures. 

Pour calculer les efforts intérieurs (ou les facteurs de force intérieurs) 
on applique la méthode des sections suivante. Un corps en équilibre est 
coupé en pensée par exemple suivant a — a (fig. 1.8). L’une des parties est 
ensuite rejetée, d’habitude celle où les forces appliquées sont plus nom- 
breuses. L’interaction des parties est remplacée par les efforts intérieurs qui 
équilibrent les forces extérieures appliquées à la partie découpée. Si les for- 
ces extérieures reposent dans un plan, pour les équilibrer il faut dans le cas 


Fig. 1.8 


général appliquer à la section trois efforts intérieurs: la force N dirigée sui- 
vant l’axe de la barre qui s’appelle effort normal ; la force Q, qui agit dans 
le plan de la section droite, appelée effort tranchant, et le moment M dont 
le plan d’action est perpendiculaire au plan de la section. Ce moment est 
produit par la flexion de la barre et s’appelle moment fléchissant. 
Ensuite on compose les équations d’équilibre de la partie sectionnée du 
corps, d’après lesquelles on calcule N, Q et M. En effet, en projetant les 
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forces appliquées à la partie sectionnée sur la direction de l’axe de la barre 
et en annulant la somme des projections, on trouve N : en projetant les for- 
ces sur la direction perpendiculaire à l’äxe de la barre, on calcule Q ;eten 
annulant la somme des moments par rapport à un point quelconque, on 
calcule M. 

Mais si les forces extérieures (auxquelles on rapporte également les réac- 
tions d’appui) ne reposent pas dans le même plan (problème spatial), dans 
le cas général la section droite peut être le siège de six efforts intérieurs qui 
sont les composantes du vecteur principal et du moment principal du 
système des forces intérieures (fig. 1.9) : l’effort normal N, l'effort tran- 
chant Q,; l'effort tranchant Q, et trois moments M,, M, et M., les deux 
premiers étant des moments fléchissants, et le troisième, M. , agissant dans 
le plan de la section, appelé moment de torsion T du fait qu’il est produit 
par la torsion de la barre. Pour calculer ces six efforts, il faut utiliser six 
équations d’équilibre : annuler les sommes des projections des forces 
(appliquées à la partie sectionnée) sur les trois axes des coordonnées et 
annuler les sommes des moments des forces par rapport aux trois axes à 
origine au centre de gravité de la section. 


Fig. 1.9 


Sur la figure 1.9 et sur celles qui suivent on a adopté le système de coor- 
données à droite, l’axe z coïncidant avec celui de la barre. 

Ainsi, pour trouver les efforts intérieurs il faut 1) couper en pensée la 
barre ou le système de barres ; 2) rejeter une partie ; 3) appliquer à la sec- 
tion les efforts susceptibles d’équilibrer les forces extérieures appliquées à 
la partie sectionnée ; 4) calculer les efforts à l’aide des équations d’équili- 
bre composées pour la partie découpée. 

Dans un cas particulier, la section droite d’une barre peut être le siège : 

1) du seul effort normal N. C'est le cas de la sollicitation appelée frac- 
tion (si l’effort N est dirigé à partir de la section) ou compression (si l’effort 
N est dirigé vers la section) ; 

2) du seul effort tranchant Q, ou Q,. C'est le cas du cisaillement ; 

3) du seul moment de torsion 7. C’est le cas de la torsion; 

4) du seul moment fléchissant M, ou M. C'est le cas de la flexion ; 

5) de plusieurs efforts, par exemple, des moments fléchissant et de tor- 
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sion. C’est le cas des déformations composées ou de la résistance composée 
qui sera décrit à la fin du cours. 

Si le nombre d’efforts inconnus est égal au nombre d’équations d’équi- 
libre, le problème est dit isostatique; lorsque le nombre d'efforts inconnus 
est supérieur à celui d'équations d’équilibre, on dit que le problème est 
hyperstatique. 

Pour les problèmes hyperstatiques en plus des équations d’équilibre il 
faut utiliser encore les équations supplémentaires fournies par l’examen des 
déformations du système (cf. $ 20). 

Illustrons l’application de la méthode des sections par deux exemples. 


Exemple 1.1. Calculer les efforts dans les barres AB et BC du système de la figure 1.10. 

Solution. Pour déterminer les efforts subis par les barres 4B et BC, recourons à la 
méthode des sections. Réalisons la coupe a — a, rejetons la partie gauche des barres et considé- 
rons l’équilibre de la partie droite. 


Me" 600 Nm 


Fig. 1.10 


: Fig. 1.11 


Supposons d’abord que les deux barres sont sollicitées à la traction (sur le dessin les efforts 
de traction sont orientés à partir du nœud) et notons ces efforts N, et N,. Composons les 
équations d'équilibre de la partie découpée du système: 


D Y=0; -F-Nsinæ=0. D'où N,= -F/sin a. 


Le signe moins indique que l'effort N, ne sera pas, comme nous l’avons supposé, une trac- 
tion, mais une compression. Composons la deuxième équation d'équilibre: 


D X=0; —N, — N, cos œ = 0. 


En portant la valeur de N, = —F/sin «, on obtient N, = F'cotg a. 

Exemple 1.2. Calculer Îles efforts dans les barres AB et CD du système de la figure 1.11. 

Solution. Considérons l’équilibre de la partie du système au-dessous de la section. En 
annulant la somme des projections sur l’axe horizontal, trouvons que la réaction d'appui hori- 
zontale de l'articulation (à gauche du point À) est nulle. 

En égalant à zéro la somme des moments par rapport à À de toutes les forces appliquées à 
la partie découpée, on obtient 


LM, =0;: —300-2+N0,:3+ 600=0, d'où  N,= 0. 


Annulons maintenant la somme des projections de ces mêmes forces sur la verticale pour 
obtenir 


D Y=0 Nyg-3#0=0, d'où Nyg= 300N. 


La valeur positive de N,, témoigne que cet effort est orienté dans le sens indiqué par le 
dessin, c'est-à-dire c'est une traction. 


$ 6. Contraintes 


Nous avons déjà dit qu’une section droite de la barre est soumise non 
pas à des efforts N, QO, T, etc. intérieurs concentrés, mais à des forces à dis- 
tribution continue dont l’intensité peut différer aux points différents de la 
section et dans des directions différentes. 

Comment faire alors pour mesurer l’intensité des forces intérieures en 
un point donné de la section donnée, par exemple au point B (fig. 1.12) ? 


C] 4R 


Fig. 1.12 


Dégageons autour du point B une petite aire AA. Soit AR la résultante 
des forces intérieures appliquées à cette aire. Alors, la valeur moyenne des 
forces intérieures rapportées à l’unité de surface AA de l’aire envisagée est 


Pmoy = AR/AA. (1.1) 


La quantité p,,., s’appelle contrainte moyenne . Elle caractérise l’inten- 
sité moyenne des forces intérieures. En diminuant les dimensions de l’aire, 
on obtient à la limite 

p = lim AR/AA. (1.2) 
AA —0 

La quantité p s’appelle contrainte réelle ou simplement contrainte au 
point donné de la section donnée. On peut dire en simplifiant qu’une con- 
trainte est une force intérieure appliquée à l’unité de surface au point 
donné de la section donnée. 

D’après les formules (1.1) et (1.2) la dimension de la contrainte est 


[force]/[surface]. 
L'unité de contrainte est le pascal (symbole Pa) : Pa = N/m? = 
… m°kg-s-2 


ND m!-kg:s-i. 
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Les valeurs réelles des contraintes étant ainsi exprimées par des nom- 
bres très grands, it faut employer des multiples de ces unités, par exemple 
MPa (mégapascal) = 10% Pa. 

La contrainte totale p peut être décomposée en deux composantes 
(fig. I.13, a) : 1) l’une normale au plan de la section notée o et appelée nor- 
male ; 2) l’autre reposant dans le plan de la section, notée 7 et dite ‘angen- 
tielle. Suivant les forces appliquées, cette dernière peut avoir dans le plan 
de la section une direction quelconque. Par commodité, 7 est représentée 
sous la forme de deux composantes orientées dans le sens des axes des coor- 
données (fig. 1.13, b). 

Les notations adoptées sont illustrées par la figure 1.13, b. 


Fig. 1.13 


La contrainte normale est affectée d’un indice qui indique l’axe des 
coordonnées auquel la contrainte envisagée est parallèle. On admet que la ‘ 
contrainte normale de traction est positive, et de compression, négative. 
Les symboles des contraintes tangentielles sont affectés de deux indices, 
dont l’un indique l’axe auquel est parallèle la normale à l’aire active de la 
contrainte envisagée, et l’autre, l’axe auquel est parallèle la contrainte elle- 
même. 

La décomposition de la contrainte totale en contraintes normale et tan- 
gentielle a un sens physique défini. La contrainte normale apparaît lorsque 
les particules du matériau tendent à s’éloigner les unes des autres, ou, au 
contraire, s’en rapprocher. Les contraintes tangentielles sont liées au cisail- 
lement des particules du matériau suivant le plan de la section donnée. 

Si autour d’un point du corps on découpe en pensée un élément sous 
forme d’un cube infiniment petit, dans le cas général, ses faces seront sou- 
mises aux contraintes représentées sur la figure I.14. 

L’ensemble des contraintes sur toutes les aires élémentaires qui peuvent 
être menées par un point du corps s’appelle éfat de contrainte au point 
donné. 

Si les faces du cube sont soumises seulement aux contraintes normales, 
elles sont dites principales, et les aires suivant lesquelles elles agissent sont 
dites principales. On peut montrer qu’en tout point d’un corps sollicité il 
existe trois aires principales réciproquement perpendiculaires. 
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Les contraintes principales sont notées 0, , 9, et 9,. Compte tenu du si- 
gne, la contrainte principale maximale est notée o,, et minimale, o,. 

Les formes différentes de l’état de contrainte sont classifiées en fonc- 
tion du nombre de contraintes principales en action. 

Si toutes les trois contraintes principales diffèrent de zéro, l’état de con- 
trainte est dit /riaxial ou volumique (fig. 1.15). Si l’une des contraintes prin- 
cipales est nulle, on dit que l’état de contrainte est biaxial ou plan. Si deux 


Fig. 1.14 Fig. 1.15 


contraintes principales sont nulles, l’état de contrainte est wniaxial ou 
linéaire. 

En connaissant l’état de contrainte en un point d’une pièce, on peut 
évaluer sa résistance. Dans les cas les plus simples, la résistance des élé- 
ments des ouvrages est évaluée soit d’après la contrainte normale maxi- 
male, soit d’après la contrainte tangentielle maximale (calcul au cisaille- 
ment), de sorte que la condition de résistance s’écrit 


Omax < adm (1.3) 


ou 

Tmax < Tadm ? (1.4) 
OÙ Oqm € 7adm SONt les valeurs admissibles des contraintes normale et tan- 
gentielle dépendant du matériau et des conditions du service de l’élément 
étudié. 

Les grandeurs o,,, et Tan Sont choisies de façon à assurer le service 
normal de la construction (cf. $11). 

Pour les cas plus compliqués, la résistance est évaluée d’après la con- 
trainte réduite conformément à telle ou telle hypothèse de la résistance (cf. 
chapitre VIII). 

Dans ce qui suit, nous montrons que quelquefois il est plus correct 
d'employer pour la composition des conditions de résistance de la pièce 
non pas les contraintes, mais les charges, du fait que l’application au point 
le plus dangereux de la valeur limite d’une contrainte n’entraïne pas tou- 
jours la rupture de la pièce. 


CHAPITRE Il. 


TRACTION ET COMPRESSION 


$ 7. Détermination des efforts intérieurs 


Considérons le cas de la traction et de la compression axiales (centrales) 
lorsque les forces extérieures agissent suivant l’axe de la barre (fig. II.1). 
Pour déterminer les efforts intérieurs (forces longitudinales ou normales) 
appliquons la méthode des sections. 

Réalisons une coupe, par exemple suivant a—a, et examinons l’équili- 
bre de la partie découpée. Remplaçons l’action du tronçon supérieur rejeté 
sur le tronçon inférieur par une force normale que nous orienterons au 
préalable à partir de la section, c’est-à-dire supposons qu’il s’agisse de la 
traction. Composons l’équation d’équilibre. Projetant toutes les forces 
subies par la partie inférieure sur la direction parallèle à l’axe de la barre et 
annulant la somme des projections on obtient N, + 8F — 5F = 0, d’où 
N, = —3F. 

Diagr.N 
JF W, 


Fig. 11.1 


Le signe moins montre que la direction de la force N, doit être inversée, 
c’est-à-dire que la force normale réalise non pas la traction, comme nous 
l’avons supposé, mais la compression. Trouvons d’une façon analogue la 
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force normale qui agit dans la section b—b : N, = 5F (traction). Conve- 
nons que la force normale qui correspond à la traction est positive. 

Une idée suggestive de la variation des forces normales suivant la lon- 
gueur de la barre est donnée par leur diagramme, dont l’axe des abscisses 
est parallèle à l’axe de la barre, et l’axe des ordonnées lui est perpendicu- 
laire. A l’échelle retenue portons en ordonnées les valeurs des forces nor- 
males (compte tenu des signes) subies par les sections droites de la barre. 
Pour le cas considéré, le diagramme de N est représenté sur la figure II.1. 


$ 8. Détermination des contraintes 


Si à la surface d’une barre (pièce) prismatique on porte un réseau de 
lignes parallèles et perpendiculaires à l’axe (fig. II1.2, a) et si on soumet la 
barre à: la traction, on peut établir après la déformation que les lignes du 
réseau restent réciproquement perpendiculaires sauf en un petit secteur au 


Fig. 11.2 


voisinage du point d’application de la force, que pour le moment nous éli- 
minons de l’examen”, mais les distances entre les lignes changent (fig. 
11.2, b). Toutes les lignes horizontales, par exemple cd, se déplacent en bas 
tout en restant horizontales et droites. On peut supposer qu’il en sera de 
même à l’intérieur de la barre, c’est-à-dire que ses sections droites planes et 
normales à son axe avant la déformation restent telles après la déforma- 
tion. Cette hypothèse importante s’appelle hypothèse des sections planes 
ou hypothèse de Bernoulli. Les formules qu’elle permet d’établir sont con- 
firmées par les expériences. 

Cette allure des déformations autorise à considérer que les sections 
droites d’une barre sont sollicitées seulement par les contraintes normales 


” Ceci n’est pas visualisé sur la figure 11.2. 
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réparties uniformément dans la section, alors que les contraintes 
tangentielles sont nulles. 

La force longitudinale N est dans la section droite la résultante des con- 
traintes normales 


N = | od4. (11.1) 


Etant donné que o = const, la formule (11.1) entraîne 
N = 0oA, 
d’où 
o = N/A. [11.2] * 


Dans le cas particulier lorsque la barre subit la force extérieure F, 
l'équation d’équilibre implique N = F (fig. IL.2, c), et au lieu de la for- 
mule générale [11.2] on obtient la forme partielle de la formule de la trac- 
tion 

o = F/A. (11.2a) 


Ces formules sont également valables pour la compression, à cette dif- 
férence que les contraintes de compression sont considérées comme négati- 
ves. 

Par ailleurs, en plus du calcul à la résistance, les barres comprimées 
sont calculées encore à la stabilité (cf. chapitre X). 


$ 9. Détermination des déformations et des déplacements 


Les expériences montrent qu’en traction la longueur de la barre aug- 
mente, alors que ses dimensions transversales diminuent ; dans le cas de la 
compression, c’est l’inverse (fig. II.2, b). 

Pour de nombreux matériaux sollicités par une charge jusqu’à des limi- 
tes définies, les expériences montrent que la relation entre l’allongement 
relatif & et la contrainte o est de la forme 


e = 0/E, [L.3] 


où € = Al/I = (1, — l}/l est l’allongement relatif de l’éprouvette ; AI, 
l’allongement absolu de l’éprouvette ; /, la longueur de l’éprouvette avant 
la déformation ; /,, cette même longueur après la déformation. 


* La formule [IL.2] et les formules les plus importantes qui suivent sont placées entre cro- 
chets et marquées aux lettres en caractères gras. 
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Cette relation porte le nom de la LOI DE HOOKE: les déformations linéai- 
res sont directement proportionnelles aux contraintes normales. 

Le coefficient Æ qui figure dans la formule [11.3] et qui est fonction du 
matériau s’appelle module d’Young ou module d'élasticité longitudinale. 
Il caractérise la rigidité du matériau, c’est-à-dire sa propriété de résister à la 
déformation. 

Puisque € est une grandeur adimensionnelle, la formule [11.3] montre 
que l’unité de mesure de E est la même que pour ©, c’est-à-dire le pascale 
(Pa). 

Le tableau II.1 donne les valeurs moyennes de E de certains matériaux. 


Tableau II. ]1 
Acier 2-10°a2,2:10° Aluminium 0,675 - 10° 
Cuivre 1-10 Fonte 0,75 - 10° a 1,6 - 10° 
Bois 1: 10% Plastiques 0,18 : 10° a 0,4 : 10° 


verre-resine 


a ——— 


Pour les autres matériaux les valeurs de E sont données par les ouvrages 
de référence. 

Si l’on tient compte que pour une barre de section constante € = A//let 
o = N/A, on peut obtenir à partir de [11.3] la formule de l’allongement 
(raccourcissement) total (absolu) de la barre 


AI = NI/(EA ). [11.4] 


Les déformations longitudinale € et transversale £” sont associées par la 
relation empirique : 
: € = —v€. (II.S) 


Ici » est le coefficient de déformation transversale (coefficient de Pois- 
son) qui caractérise l’aptitude du matériau à subir des déformations trans- 
versales. En utilisant la formule (11.5), on admet que l’allongement est une 
déformation positive, et le raccourcissement, une déformation négative. 
Pour tous les matériaux la valeur de » varie dans les limites 0 < » < 0,5,et 
pour la plupart d’entre eux, de 0,25 à 0,35 (tableau II.2). 

Pour les déformations élastiques de l’acier on peut adopter » = 0,3. En 
connaissant €” on peut calculer le rétrécissement transversal total ou l’élar- 
gissement de la barre Ab : 


€ = Ab/b, Ab=b-b,, (11.6) 


où b est la dimension transversale initiale de la barre ; b,, sa dimension 
transversale après déformation. 
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Tableau II.2 


Acier 0,25 a0,33 Plomb 0,45 
Cuivre 0,31a0,34  Laiton 0,32 a 0,42 
Bronze 0,32 a 0,35 Aluminium 0,32 a 0,36 
Fonte 0,23a0,27 Zinc 0,21 
Verre 0,25 Pierres 0,16 a 0,34 
Beton 0,08 a 0,18 Caoutchouc 0,47 
Liege 0,00 Contreplaque 0,07 
Celluloïde 0,39 


Pour les barres de section variable (fig. 11.3), on peut admettre que dans 
les sections droites les contraintes sont réparties uniformément (si l’angle 
au cône æ < 12°) et les calculer d’après la même formule [II.2] que pour 
une barre à section constante. 


Fig. 11.3 


Pour déterminer les déformations d’une barre à section variable dont 
les sections droites sont sollicitées par un effort normal N, cherchons d’a- 
bord l’allongement A(dz) d’un élément de longueur dz, différentielle de 
l’allongement total A/. En vertu de la loi de Hooke, on a 


A(dz) = d(A/) = Ndz/(EA). (IL.7) 


L’allongement total de la barre s’obtient en intégrant l’expression (2.7) 
dans les limites de z = 0 à z = /: 


! 
AI = | Ndz/(EA). (11.8) 
0 
Si Net E sont des constantes, il vient 


! 
eee 


II.9 
E | (11.9) 


Pour utiliser cette formule, il faut connaître la loi de variation de 4 en 
fonction de z. 
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Pour les barres à gradins (fig. I1.4), l'intégration est remplacée par la 
sommation et la variation totale de la longueur de la barre se calcule 
comme la somme algébrique des déformations de ses parties isolées, dans 
les limites desquelles E, N et À sont constantes: 


Lx Pa 
AI = AI, = EA (11.10) 
{= 


Par exemple, pour la barre de la figure II.4, on a 
AI = AI, + Al, = N,l,//(E,A,) + N,L/(E, AÀ,), 


oùN =N,=F. 

Calculons maintenant l’allongement de la barre de section constante 
sous l’action de la pesanteur qui est une charge uniformément répartie sui- 
vant la longueur (fig. II.5,a). Notons 7 le poids spécifique du matériau de 


a) 6) oc) 
ET Diagr N_ Diagr à 


Fig. 11.4 Fig. IL.S 


la barre. Considérons la déformation d’un élément dz extrait à la distance z 
de l’extrémité inférieure. Elle est étendue par la force Az égale à la pesan- 
teur de la partie de la barre située au-dessous de la section #7—n. L’allon- 
gement de l’élément vaut 


A(dz) = d(A/) = yAzdz/(EA) = yzdz/E. (I.11) 


En intégrant cette expression de z = 0 à z = / on obtient l’allonge- 
ment de la barre 


l 
L vi? 

Al = 2e = —, 11.12 

En T (1.12) 


Cette expression peut être mise sous une autre forme si l’on tient 
compte que la pesanteur de la barre est G = 7yA/, c’est-à-dire y/ = G/A. 
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Alors, (11.12) entraîne 
AI = Gl/(2EA ). (11.13) 


Par conséquent, l'allongement d’une barre à section constante sous 
l’action de la pesanteur propre est deux fois inférieur à celui dû à l’action 
d’une force égale à la pesanteur de la barre et appliquée à son extrémité. 

Le déplacement 6. de la section m—n est égal à l’allongement de la par- 
tie de la barre d’une longueur /—z. D’après la formule (11.12), on a 


l 
6, = | Sad = LE - 2). 


La figure II.5, b représente le diagramme de N. Le signe plus indique 
qu’il s’agit de la traction. Le diagramme des déplacements est représenté 
sur la figure II.5, c. La flèche sur le diagramme montre que toutes les sec- 
tions de la tige se déplacent vers le bas. 


Exemple 11.1. Calculer pour la barre en acier de la figure 11.6 l'effort normal NW et la con- 
trainte o subis par toutes les sections droites. Calculer également les déplacements verticaux 6 
de toutes les sections droites de la barre. Visualiser les résultats en traçant les diagrammes de 
N,scetà. 

Diagr.N 


_Diagr _ Déagr. 
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0e =0,025cm 


F=IOAN 
Fig. II.6 
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Solution. Pour déterminer N, coupons d’abord en pensée la barre suivant les sections /—/ 
et /I—II. D'après les conditions d'équilibre de la partie de la barre au-dessous de la section 
1-1, N, = F, = I0KN (traction). La condition d’équilibre de la partie de la barre 
au-dessous de la section Z/—I] amène —N, + F, — F, = Oou N, = 30 kN (compression). 

Choisissons une échelle pour construire le diagramme des efforts normaux en adoptant 
que l'effort normal de traction N, est positif et que l’effort de compression N, est négatif. Les 
contraintes valent : dans les sections de la partie inférieure de la barre, 


8, = N/A, = 10*/(1 + 107*) = 100 MPa (traction) ; 


dans les sections de la partie supérieure, 


d, = N,/A, = —30 + 103/(2 + 1074) = —150 MPa (compression). 


Construisons à l’échelle retenue le diagramme des contraintes. 

Pour construire le diagramme de ô déterminons les déplacements des sections caractéristi- 
ques B—B et C—C (le déplacement de la section 4—A est nul). 

La section B—B se déplace en haut puisque la partie supérieure de la barre est comprimée: 


64 = Gl}/E = —150 : 1/(2 + 10°) = —0,00075 m = —0,075 cm (en haut). 


Admettons que le déplacement de la section en bas est positif, et en haut, négatif. 
Le déplacement de la section C—C est une somme algébrique du déplacement de la section 
B—B (5,) et de l’allongement de la partie de la barre de longueur / : 


100 : 2 


(0 = 0,00025 m = 


ëe = ôÿ + A1 = —0,00075 + o!,/E = —0,00075 + 


= 0,025 cm (en bas). 


Portons sur le diagramme à l'échelle retenue les valeurs de ô . et 5,, relions les points obte- 
nus par des lignes droites du fait que lors de l’action des forces concentrées extérieures, les 
déplacements dépendent linéairement des abscisses des sections de la barre, pour obtenir ainsi 
le diagramme des déplacements. Ce diagramme montre qu’une certaine section D—D ne se 
déplace pas. Les sections au-dessus de D—D se déplacent en haut, et celles qui se trouvent 
au-dessous, se déplacent en bas. 

Exemple 11.2. Calculer l’allongement d’une barre de forme conique à section droite circu- 
laire si son diamètre minimal est d,, et maximal, d, (cf. fig. 11.3). 

Solution. Le diamètre de la section de la barre à la distance z de l'extrémité gauche vaut 


d. = d, + (d, - dyx/l. 


Par conséquent, la surface de la section de la barre à la distance z est 


xd? x d,-d, \° 
A =—==— d, + LA k 
ÿ 4 4 D. 


D'après la formule (11.9), l'allongement de la barre 
! 


u=N dz 4NI 


TE d=d \? rEdd 
CES :) re 


0 


on entire pour d, = d, = d la valeur de l'allongement d’une barre à section constante (circu- 
laire). 
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8 10. Etude expérimentale des propriétés des matériaux 


Destination et modes des essais. Pour étudier les propriétés des maté- 
riaux et établir les valeurs des contraintes limites (d’après la rupture ou les 
déformations plastiques), les éprouvettes du matériau sont soumises aux 
essais poussés jusqu’à la rupture. Les charges appliquées pendant les essais 
peuvent être statiques, par choc et cycliques (essais à la fatigue ou à l’endu- 
rance). 

D’après le type de la déformation subie par l’éprouvette on distingue les 
essais à la traction, à la compression, à la torsion et à la flexion. Il est bien 
plus rare qu’on procède aux essais à la résistance composée, par exemple à 
la traction avec torsion. 

Les résultats de l’essai dépendant de la forme de l’éprouvette, de la 
vitesse de sa déformation, de la température de l’essai, etc., l'expérience est 


conduite généralement suivant les conditions prévues par les normes d’Etat 
(GOST). 

Les essais sont réalisés sur des machines qui diffèrent suivant la cons- 
truction et la puissance. Pour mesurer la déformation on emploie des 
extensomètres à sensibilité élevée. La description détaillée des machines et 
appareils employés pour les essais est donnée par des notices appropriées. 

Diagrammes de traction et de compression. Les plus usités sont les 
essais à la traction sous une charge statique, du fait qu’ils sont les plus sim- 
ples tout en assurant dans de nombreux cas l’évaluation correcte du com- 
portement du matériau dans le cas des déformations différentes. 

La figure 11.7 représente les éprouvettes utilisées en U.R.S.S. aussi bien 
cylindriques de diamètre 3 mm et plus (fig. 11.7, a, b, c) que plates 
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(fig. 11.7, d) de 0,5 mm et plus d'épaisseur, leur longueur de calcul initiale 
étant {, = 5,65VA ou {, = 11,3VA. Dans le premier cas, les éprouvettes 
sont dites courtes et dans le deuxième, /ongues. 

Les rapports entre les longueurs de service /, = [,. et de calcul / sont : 

pour les éprouvettes cylindriques de /, = }, + 0,54, à 1, = 1, + 24,; 

pour les éprouvettes plates d’épaisseur 4 mm et plus de 
L=1, + 1,5VA à, = 1 + 2,5VA. 

Les éprouvettes cylindriques sont employés surtout avec d, = 10 mm. 

Les essais à la traction ont pour tâche de déterminer les caractéristiques 
mécaniques du matériau. Pendant l’essai la machine enregistre automati- 
quement la courbe de la relation entre la force étendant l’éprouvette F et 
l’allongement A/ de celle-ci. L'exemple d’une telle courbe est donné par la 
figure II.8. 


Fig. IL.8 


Pour rendre possible la comparaison des résultats des essais des éprou- 
vettes de même matériau maïs de dimensions différentes, le diagramme de 
traction est remanié pour être représenté dans un autre système de coor- 
données, en portant en ordonnées la contrainte normale subie par la sec- 
tion droite de l’éprouvette 4, = F/A,, où À, est l'aire initiale de la section, 
et en abscisses, l’allongement relatif de l’éprouvette £ = AJ/F,, où /, est sa 
longueur de départ. 

Ce diagramme s’appelle diagramme de traction conventionnel ou dia- 
gramme des contraintes conventionnelles, les contraintes et les allonge- 
ments relatifs se calculant respectivement par rapport à l’aire initiale de la 
section et à la longueur initiale de l’éprouvette. 

La figure II.8 représente en coordonnées €, o, le diagramme de traction 
d’une éprouvette en acier à bas carbone. Au début, suivant le tronçon OA 
jusqu’à une certaine contrainte Or appelée limite de proportionnalité, les 
déformations augmentent proportionnellement aux contraintes. C’est donc 
la limite jusqu'où la loi de Hooke reste valable. Pour l’acier Cr 3 cette 
limite 9, = 210 MPa. Lorsque la charge augmente, le diagramme devient 
curviligne. 
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Toutefois, si les contraintes ne dépassent pas une valeur définie de la 
limite d’élasticité o,,, le matériau garde ses propriétés élastiques, c’est-à- 
dire dès que les forces appliquées sont supprimées, l’éprouvette reprend ses 
formes et dimensions initiales*. 

Pour l’acier Cr 3 la limite d’élasticité o,, = 220 MPa. La différence en- 
tre la limite de proportionnalité et la limite d’élasticité n’est pas grande et 
pratiquement on n’en tient pas compte. 

Si on pousse encore la charge, il survient le moment (point C) où les 
déformations commencent à croître pratiquement sans que la charge aug- 
mente. 

Le tronçon horizontal CD du diagramme s'appelle palier d’écoule- 
ment. La contrainte à laquelle les déformations augmentent sans que la 
charge croît s’appelle limite d'écoulement notée o,. Pour l’acier Cr 3 la 
limite d’écoulement 0, = 230 MPa. Le diagramme de plusieurs matériaux 
soumis à la traction ne comporte pas de palier d’écoulement bien marqué ; 
on établit alors la limite d'écoulement dite conventionnelle, notée Op2» 
pour laquelle la déformation résiduelle est égale à 0,2 %. Ces matériaux 
sont en particulier le duralumin, le bronze, les aciers à haut carbone et al- 
liés (par exemple, pour l’acier 37XH3A, o,, = 1000 MPa). 

D’après les études des éprouvettes en acier l’écoulement s'accompagne 
des déplacements réciproques importants des cristaux ; il en résulte à la 
surface de l’éprouvette des lignes (dites de Züders-Tchernov) inclinées à 
l’axe de l’éprouvette sous un angle d’environ 45° (fig. II.9, a). 


a) b) 
DO | 
Fig. 11.9 


Après avoir enregistré un certain allongement sous une charge cons- 
tante, c’est-à-dire après avoir subi l’état d’écoulement, le matériau acquiert 
de nouveau la propriété de résister à la traction (écrouissage), et après le 
point D la courbe monte de nouveau, bien que sa pente devient sensible- 
ment plus faible (cf. fig. II.8). 

Le point E du diagramme correspond à la contrainte conventionnelle 
maximale appelée charge de rupture. Pour l’acier Cr 3 la charge de rupture 
o, = 380 MPa. Pour les aciers à haute résistance la charge de rupture 
atteint 1700 MPa (acier 40 XMHA, etc.). La charge de rupture à la traction 
est notée o,, et à la compression, ©. - 


* D'après les normes d’Etat soviétiques, on appelle limite d’élasticité conventionnelle la 
contrainte à laquelle la déformation résiduelle atteint 0,05 %. 
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Lorsque la contrainte atteint la valeur de la charge de rupture il se 
forme sur l’éprouvette un rétrécissement local marqué appelé srriction 
(fig. IL.9, b). L’aire de la section de l’éprouvette au droit de la striction 
diminue rapidement, ce qui entraîne la chute de l’effort et de la contrainte 
conventionnelle. La rupture de l’éprouvette se produit suivant la plus petite 
section de la striction. 

En plus des caractéristiques mentionnées l’essai de traction rend égale- 
ment possible la détermination de l'allongement relatif résiduel à la rupture 
€, qui traduit une propriété importante de la plasticité du matériau : 

1 Le b 
E. = np 100 %, (11.14) 
0 


où /, est la longueur initiale de l’éprouvette (cf. fig. II.7) ; /,, la longueur de 
l’éprouvette après la rupture. Cette grandeur est mesurée lorsque les deux 
parties rompues de l’éprouvette sont aboutées. 

Pour l'acier Cr 3, €, > 21%. Pour les aciers à haute résistance cette 
grandeur diminue jusqu’à 7 ou 10 %. La grandeur &, dépend de la relation 
entre la longueur de l’éprouvette et ses dimensions transversales. C’est 
pourquoi les ouvrages de référence renseignent toujours sur l’éprouvette 
qui a servi pour établir €. Par exemple, €, signifie que l’allongement a été 
déterminé pour une éprouvette dont le quotient de la longueur de calcul par 
le diamètre vaut cinq. 

L’allongement établi par cette méthode est une moyenne, la distribu- 
tion des déformations le long de l’éprouvette n’étant pas régulière. L’allon- 
gement maximal est enregistré au droit de la rupture et s’appelle a/longe- 
ment réel à la rupture. 

La deuxième caractéristique de la plasticité du matériau est le coeffi- 
cient de striction après rupture 


À, — À 
d, = = 


100%, (IL.15) 
0 


où À, est l’aire initiale de la section droite ; 4,, l’aire de la plus petite sec- 
tion droite après rupture. 

La grandeur y, définit plus exactement la plasticité que € du fait qu’elle 
dépend moins de la forme de l’éprouvette. Pour l’acier Cr 3, ÿ, vaut de 50 à 
60 %. 

Comme nous l’avons noté dans ce qui précède, pour de nombreuses 
nuances de l’acier, ainsi que des alliages des métaux non ferreux, les dia- 
grammes de traction ne possèdent pas de palier d'écoulement. L’allure 
caractéristique de leur diagramme de traction est représentée sur la 
figure II.10. 
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Pour étudier les déformations plastiques importantes il faut connaître 
le diagramme de traction réel qui donne la relation entre les déformations 
et les contraintes réelles calculées par division de la force d’extension par 
l’aire réelle de la section droite compte tenu de la striction. 

L’aire réelle de la section droite étant plus petite que l’aire initiale, la 
courbe des contraintes réelles passe au-dessus de celle des contraintes con- 
ventionnelles, surtout après la formation de la striction lorsque la section 
droite diminue brusquement (courbe OCS de la figure 11.8). 

Dans les cas courants, on applique les méthodes approchées du tracé 
des diagrammes des contraintes réelles décrites dans les cours complets de 
résistance des matériaux. 

Le diagramme de traction envisagé (cf. fig. II.8) est caractéristique de 
ce qu’on appelle les matériaux plastiques, c’est-à-dire des matériaux sus- 
ceptibles de subir sans rupture des déformations résiduelles importantes. 

Plus le matériau est plastique, plus €, est grand. Parmi les matériaux 
très plastiques il y a le cuivre, l’aluminium, le laiton, l’acier à bas carbone, 
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G A 


Fig. 11.10 Fig. 11.11 


etc. Des matériaux moins plastiques sont le duralumin, le bronze ; les 
matériaux à faible plasticité sont la plupart des aciers alliés. 

Le contraire de la plasticité est la fragilité qui est la propriété du maté- 
riau de subir la rupture sous des déformations résiduelles peu importantes. 
Pour de tels matériaux l’allongement résiduel à la traction vaut pas plus 
que 2 ou 5 %, et dans certains cas, il ne dépasse pas des fractions de pour 
cent. Aux matériaux fragiles on rapporte la fonte, l’acier à outils à haut 
carbone, la pierre, le béton, le verre, les plastiques verre-résine, etc. Il con- 
vient de noter que la division des matériaux en plastiques et fragiles est con- 
ventionnelle : suivant les conditions de l’essai (vitesse de chargement, tem- 
pérature) et l’état de contrainte les matériaux fragiles peuvent se comporter 
comme plastiques et inversement. 

Par exemple, dans les conditions d’une compression omnilatérale une 
éprouvette en fonte se comporte comme un matériau plastique, c’est-à-dire 
qu’elle résiste même à des charges importantes. Au contraire, une éprou- 
vette à rainure en acier rompt même sous une déformation relativement fai- 
ble. 
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De la sorte, il est plus correct de parler de l’état plastique ou fragile du 
matériau. 

La traction des éprouvettes en matériaux fragiles présente certaines par- 
ticularités. Le diagramme de traction de la fonte est représenté sur la fi- 
gure II.11. Il montre que l’écart de la loi de Hooke débute très vite. La rup- 
ture subite survient sous des déformations très faibles et sans striction, ce 
qui est caractéristique de tous les matériaux fragiles. 

Dans les cas courants, les essais de traction des matériaux fragiles éta- 
blissent seulement la charge de rupture. Généralement, les calculs ne tien- 
nent pas compte des écarts de la loi de Hooke pour les matériaux fragiles, 
c’est-à-dire que la courbe du diagramme est remplacée par une droite con- 
ventionnelle (cf. le pointillé de la figure II.11). 

Pour la fonte et les autres matériaux fragiles la charge de rupture à la 
traction est sensiblement influencée par les dimensions de l’éprouvette. Cet 
effet est évalué par les coefficients d’échelle 


Ky = 0, 0,10» (11.16) 


où 0, , est la charge de rupture de l’éprouvette d’un diamètre d; 0, 35, la 
charge de rupture de l’éprouvette de 10 mm de diamètre. 

La figure II.12 représente les courbes de la relation entre K’, et le diamè- 
tre de l’éprouvette pour les matériaux suivants : acier à haut carbone et à 
manganèse — / ; acier allié — 2 ; fonte inoculée — 3 ; fonte grise — 4. 


20 50 200 d,mm 
Fig. 11.12 


La grandeur K’, est particulièrement influencée par les dimensions abso- 
lues de l’éprouvette en fonte (courbes 3 et 4 de la figure 11.12). 

Il convient de noter que ces dernières années on a enregistré des succès 
importants dans la création des matériaux à haute résistance. 

La valeur théorique de la charge de rupture calculée compte tenu de 
l'interaction des atomes dans le cristal constitue à peu près la dixième partie 
de E, c’est-à-dire pour l’acier environ 20 GPa, ce qui fait presque 10 fois 
plus que la charge de rupture des nuances d’acier à haute résistance existan- 
tes. 
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On peut s’approcher de la résistance théorique de deux façons. La pre- 
mière consiste à créer des matériaux affranchis des défauts intérieurs et 
possédant un réseau cristallin parfait. On a déjà obtenu des cristaux filifor- 
mes (appelés « whisker » ou « moustaches ») de fer et d’autres métaux 
complètement privés de défauts intérieurs. La charge de rupture de telles 
moustaches en fer atteint 15 GPa. 

Une autre façon, tout paradoxal que cela paraisse, est directement 
opposée et consiste à créer des métaux possédant le plus possible de pertur- 
bations du réseau cristallin régulier. Ces perturbations ponctuelles et linéai- 
res de la microstructure (dislocations) peuvent s’obtenir soit par combinai- 
son de la déformation plastique du métal (écrouissage) avec le traitement 
thermique, soit par irradiation neutronique. Les atomes sont alors chassés 
du réseau cristallin pour former des vides ou lacunes, ou encore des atomes 
intersticiels sans emplacement. Ces défauts de microstructure font le métal 
plus résistant, rendant plus difficile le déplacement au sein du cristal, tout 
comme les surfaces rugueuses de deux barres rendent impossible leur glisse- 
ment. 

Amélioration de la limite d'écoulement conventionnelle lors de l’appli- 
cation des sollicitations répétées (écrouissage). Si, en sollicitant une éprou- 
vette, la charge de rupture n’a pas été dépassée, la suppression de la charge 
fait disparaître toutes les déformations, et si on reprend la sollicitation, 
cette éprouvette se comporte de la même façon que lors du premier essai. 

Mais si l’éprouvette subit une contrainte supérieure à la limite d’élasti- 
cité, par exemple une contrainte qui correspond au point K du diagramme 
I1.8, la décharge emprunte la droite KL parallèle à la ligne OA. La partie 
élastique de la déformation (tronçon LM) disparaît, alors que sa partie 
plastique demeure (tronçon OL). 

Si on reprend la sollicitation du matériau, le diagramme suit la droite 
LK jusqu’au point K lui-même”. L’allongement résiduel à la rupture est 
alors mesuré par la valeur du tronçon LR, c’est-à-dire qu’il est plus faible 
que dans le cas de la seule sollicitation initiale avant la rupture. 

Par conséquent, lorsque l’éprouvette subit des sollicitations répétées 
étant étendue au préalable jusqu’à l’apparition des contraintes supérieures 
à la limite d’écoulement, la limite de proportionnalité monte jusqu’au 
niveau atteint par les contraintes sous la charge précédente. Si la décharge a 
été séparée de la sollicitation répétée par un intervalle de temps, la limite de 
proportionnalité augmente encore plus. 

Il convient de noter que le diagramme LKEN obtenu par sollicitations 
répétées ne possède pas de palier d'écoulement ; donc, pour une éprouvette 
ayant subi la décharge et une sollicitation répétée, il faut déterminer la 
limite d'écoulement conventionnelle (0, ,) qui est, évidemment, supérieure 


* La ligne de la charge ne coïncide pas parfaitement avec celle de la décharge, mais l'écart 
est négligeable ct on peut ne pas le prendre en considération. 
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à la limite d'écoulement enregistrée à la première sollicitation. Dans ce sens 
on peut dire que les sollicitations répétées rendent plus élevée la limite 
d’écoulement. 

Le phénomène de l’augmentation de la limite de proportionnalité et de 
la diminution de la plasticité du matériau sous des sollicitations répétées 
s’appelle écrouissage. Souvent il est indésirable du fait que le matériau 
écroui devient plus fragile. Pourtant, dans de nombreux autres cas 
l’écrouissage est utile et on le crée artificiellement, par exemple, dans les 
pièces soumises à l’action des charges alternatives (cf. chapitre XII). 

Influence du temps sur la déformation. Posteffet. Fluage. Relaxation. 
Les expériences montrent que la déformation survient non pas directement 
après l’application de la charge, mais après une certaine période de temps. 

Si sous des contraintes qui correspondent au point S (fig. II1.13) on cesse 
d’augmenter la charge en la laissant un certain temps invariable, la défor- 


Fig. 11.13 


mation augmente (tronçon ST) d’abord vite et puis lentement. Après la 
suppression de la charge, une partie de la déformation relative au tronçon 
GI disparaît presque instantanément, alors que son autre partie, traduite 
par le tronçon OG, ne disparaît qu’après un certain temps”. Ce phénomène 
de variation des déformations élastiques dans le temps s’appelle posteffet 
élastique. Il est d’autant plus faible que le matériau est plus homogène. 
Pour les matériaux réfractaires il est si petit à l’ambiante, qu’on peut ne pas 
en tenir compte. Pour les matériaux d’origine organique le posteffet élasti- 
que est au contraire très grand et on ne peut pas le négliger. 

Dans de nombreux matériaux soumis à la charge, on observe aux tem- 
pératures élevées un autre phénomène, celui de la croissance continue des 
déformations résiduelles, qui aboutit dans certaines conditions à la rupture 
du matériau. Par exemple, lorsqu'un tube d’acier conducteur de vapeur 
travaille sous des pressions et températures de la vapeur définies, son dia- 
mètre augmente. 


* Pour rendre plus suggestif le tronçon ST, il est représenté sur la figure 11.13 à une 
échelle sensiblement plus grande que le restant du diagramme. 
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La variation dans le temps des déformations plastiques d’une pièce 
chargée s’appelle posteffet plastique. 

La variation dans le temps des déformations totales, c’est-à-dire de la 
somme des déformations élastiques et plastiques, porte le nom de posteffet 
élasto-plastique ou fluage*. 

Les métaux à basse température de fusion (par exemple, le zinc, le 
plomb), ainsi que le béton, subissent le fluage déjà aux températures nor- 
males. Pour l’acier, le fluage important se manifeste aux températures 
supérieures à 300 °C. 

La contrainte à laquelle la vitesse du fluage à température donnée et 
charge constante présente une valeur définie donnée à l’avance, par exem- 
ple 0,0001 % par heure, s'appelle limite de fluage suivant la vitesse de 
déformation admissible. 

Dans certains cas, la déformation de fluage doit être limitée. La limite 
de fluage suivant la déformation admissible est la contrainte à laquelle pen- 
dant un intervalle de temps donné la déformation atteint une valeur définie 
donnée à l’avance. 

Un autre phénomène, la transformation dans le temps de la déforma- 
tion élastique en déformation plastique, est intimement lié au fluage. Il en 
résulte la modification des contraintes appliquées, alors que la valeur totale 
de la déformation se conserve. Ce phénomène s’appelle relaxation. Cette 
dernière fait que dans les conditions du service prolongé à haute tempéra- 
ture les assemblages soumis au serrage deviennent plus lâches. 

Influence de la température. Les expériences montrent que les proprié- 
tés des matériaux dépendent de la température. 

La figure II. 14 représente plusieurs diagrammes de traction de l’acier à 
bas carbone (0,15 %C) pour des températures différentes, et les figures 
I1.15 et 1.16, pour le même acier les graphiques des relations entre les 
constantes élastiques (E et ») et les caractéristiques mécaniques (o,,, o, et 
o,,), ainsi qu’entre ÿ, et € et la température. Sur la figure II.16 aulieudee 
il y a à. 

Les diagrammes montrent la forte influence de la température sur les 
propriétés de l’acier. Jusqu’à 300 °C, la charge de rupture augmente (de 20 
à 30 %) pour diminuer brusquement lorsque la température continue de 
monter. 

La limite d'écoulement et la limite de proportionnalité diminuent avec 
la température. À 400 °C la limite d'écoulement est de 60 à 70 % de sa 
valeur à l’ambiante. Avec la montée de la température la longueur du palier 
d’écoulement diminue et à 400 °C environ il disparaît tout à fait. 

Lorsque la température monte jusqu’à 390 °C, les propriétés plastiques 
(allongement résiduel relatif de rupture €, et rétrécissement de l’aire de la 


* Certains auteurs détermin=nt le fluage comme le posteffet plastique. 
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section droite ÿ,) diminuent pour augmenter lorsque la température conti- 
nue de monter (fig. 11.16). 

Les propriétés mécaniques des matériaux dépendent de la durée de 
l'essai. A certaines températures, par exemple, à une température supé- 
rieure à 800 °C, si l’action de la contrainte se poursuit assez longtemps, 
une éprouvette en acier à bas carbone mise à l’essai peut subir la rupture 
sous une contrainte inférieure à la limite de proportionnalité propre à la 
température ambiante. C’est pourquoi la résistance des métaux à des tem- 
pératures élevées est définie non pas par la charge de rupture ordinaire 
déterminée par les essais de courte durée, mais par ce qu’on appelle charge 
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de rupiure à longue durée (a, ,). Cette charge de rupture est la contrainte 
conventionnelle dont l’action à température constante maintenue pendant 
un intervalle de temps défini conduit à la rupture de l’éprouvette. 

Les pièces prévues pour le travail à de hautes températures se font en 
aciers résistants à chaud et réfractaires, contenant des additions des élé- 
ments d’ailliage spéciaux. _ 

Par résistance à chaud ou endurance thermique de l’acier on entend son 
pouvoir de conserver une résistance élevée à des températures accrues, en 
particulier, une résistance élevée au fluage. A cet effet l’acier est allié au 
tungstène, molibdène, vanadium. 

Par réfractairité on entend le pouvoir de l’acier de résister à la destruc- 
tion chimique de la surface sous l’action de l’air ou du gaz chaud (corro- 
sion gazeuse). Pour-accroître la réfractairité, l’acier est allié au chrome, au 
silicium et à l’aluminium. 

Certaines particularités des essais à la compression. Pour ces essais, on 
prend des éprouvettes sous la forme de petits cubes ou de cylindres peu 
hauts de À < 3d, des éprouvettes plus longues pouvant donner lieu au 
flambement. 
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L'utilisation des éprouvettes trop courtes est également indésirable du 
fait que les forces de frottement aux faces de l’éprouvette empêchent alors 
son élargissement et elle prend la forme d’un tonneau (fig. II.17, a, b). 

Les résultats des essais à la compression dépendent des forces de frotte- 
ment, ce qui rend plus avantageuses les éprouvettes cylindriques que les 
cubes. 

L'influence des forces de frottement peut être affaiblie en partie par le 
graissage des faces (à la paraffine, par exemple). 

La figure 11.17, b traduit l’allure de la rupture d’un cube de pierre en 
l'absence de graissage, et la figure 11.17, c, en présence de ce dernier. Ces 
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derniers temps pour les essais à la compression on commence à employer 
des éprouvettes creuses à faces coniques (fig. 11.17, d). Le choix de la coni- 
cité correspondante permet de diminuer sensiblement l’action des forces de 
frottement. Le problème important de l’influence de ces forces sur la résis- 
tance impose des recherches expérimentales et théoriques ultérieures. 

Le diagramme de compression d’un matériau fragile est analogue à son 
diagramme de traction (cf. fig. 11.11). La rupture se produit avec des défor- 
mations négligeables. L’essai permet d’établir la charge de rupture et la 
déformation résiduelle relative de rupture. 

Pour les matériaux fragiles, la charge de rupture à la compression est 
sensiblement plus élevée que celle à la traction. 

Le diagramme type de compression d’un matériau plastique (acier à bas 
carbone) est représenté sur la figure II. 18, a. Au début, sa forme est analo- 
gue à celle du diagramme de traction. Puis la courbe monte brusquement 
du fait que l’aire de la section de l’éprouvette devient plus grande et que le 
matériau subit la consolidation. Dans ces conditions la rupture ne survient 
pas, l’éprouvette s’aplatit tout simplement (fig. Il. 18, b), et on est obligé 
de mettre fin à l’expérience. L’essai permet de déterminer la limite d’écou- 
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lement à la compression. Pour les matériaux plastiques les limites de fluage 
à la traction et la compression sont presque les mêmes, mais à la compres- 
sion le palier d’écoulement est bien moins net qu’à la traction. 


a) 16 


Fig. IL.18 


Propriétés mécaniques des matières plastiques. Ces dernières années on 
utilise toujours plus dans la construction de nouveaux matériaux élaborés 
sur la base des polymères naturels et synthétiques et appelés matières plasti- 
ques. Ce sont soit des résines pures, soit des combinaisons des résines et de 
plusieurs composantes: charge, plastificateur, stabilisateur, colorant, etc. 

Suivant la charge employée les matières plastiques peuvent être combi- 
natoires et stratifiées. Les matières plastiques combinatoires peuvent être à 
leur tour pulvérulents, fibreux et à charge en miettes. 

Les charges peuvent être organiques et inorganiques ; elles servent à 
améliorer les propriétés physiques et mécaniques, de friction, etc. du maté- 
riau, ainsi qu’à baisser son prix. 

On emploie comme charges organiques la poudre de bois, le cellulose, 
le papier, le tissu de coton. Parmi les charges inorganiques il y a l’amiante, 
le graphite, le tissu de verre, le mica, le quartz, etc. Les charges sous forme 
de laizes (tissée ou non tissée) permettent d’obtenir des matières plastiques 
stratifiées de haute résistance. 

La charge sous forme de tissu de coton fournit le textolite, l’utilisation 
du tissu de verre permet d’obtenir le stratifié à tissu de verre, lorsqu'on 
emploie le papier, on obtient le pertinax, le tissu d’amiante donne /’asbo- 
textolyte, le placage déroulé fournit les matières plastiques stratifiées en 
bois , enfin, en ajoutant du sable et des pierres cassées, on fabrique le béton 
plastique. 

Un groupe de charges particulier est constitué des matériaux de renfor- 
cement à base de fibres de verre, de torons de verre, de panneaux de verre 
qui peuvent assurer la fabrication des pièces ne cédant pas en résistance à 
l’acier (tableau II.3)°. 


* Les données du tableau 11.3 se rapportent à des sollicitations de courte durée. 
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Les plastiques verre-résine obtenus sur la base des polyamides et poly- 
carbonates s’emploient pour fabriquer des blindages. Les plastiques verre- 
résine sont utilisés pour la fabrication des pales des compresseurs, des 


Tableau I1.3 


Module 
d'élasticité E, 
MPa 


Charge de verre Charge de rupture CAE MPa 


Matelas de fibre de verre 140—210 (8 à 12)- 10 
Matelas de fibre de verre à 

structure rhombique 500—600 (18 à 23) : 10 
Tissu de verre 180—350 (14 à 21): 10° 
Fibres de verre parallèles 780—1050 (23 à 40) : 10° 


moteurs d’aviation et des fusées, ce qui rend possible la diminution du 
poids de ces appareils. 
Les plastiques renforcés à la fibre de verre résistent bien à l’action des 


charges dynamiques et sont susceptibles d’amortir les oscillations des élé- 
ments des constructions. 
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Fig. 11.19 


Les matières plastiques utilisées comme matériaux de construction pré- 
sentent les particularités suivantes : 

1) faible poids spécifique y (1,2 : 10% à 1,9 : 10% N/m°), ce qui rend 
possible grâce à la résistance élevée de réaliser des constructions très légè- 
res ; 

2) les diagrammes de déformation des matières plastiques sont très 
variés ; ceux des matières plastiques armées de fibres de verre orientées, de 


CBAM par exemple, restent rectilignes presque jusqu’à la rupture 
(fig. II.19, a). 
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Mais pour la plupart des matières plastiques les diagrammes € — o ont 
la forme d’une courbe régulière qui à une certaine distance de l’origine des 
coordonnées peut être assimilée à une droite. 

L’allongement à la traction de la plupart des matières plastiques de 
construction ne dépasse pas 3 ou 4 %, c’est-à-dire il est sensiblement infé- 
rieur à celui des aciers ; 

3) les caractéristiques mécaniques des matières plastiques diffèrent 
ordinairement pour la traction et la compression ; 

4) leur résistance aux charges alternatives et de grande durée est bien 
plus faible que celle des métaux ; 

S) la résistance et les caractéristiques élastiques des matières plastiques 
sont bien plus variées que dans le cas des métaux. Ceci résulte du vieillisse- 
ment des matériaux, de l’hygroscopicité, de l’action de la température, de 
l’anisotropie de ces propriétés, de la structure hétérogène et de l’influence 
du processus de fabrication ; 

6) l’effet d’échelle qui intervient dans le cas des matières plastiques est 
bien plus fort que pour les métaux. La charge de rupture des pièces en ces 
matières diminue sensiblement avec l’augmentation de la section droite. 

La figure 11.20 donne les valeurs du coefficient d’échelle K, à la traction 
pour les plastiques verre-résine en fonction de l’aire de la section droite de 
l’éprouvette ; 
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7) les propriétés des matières plastiques dépendent sensiblement de la 
température. La figure II.21 visualise les courbes qui traduisent la relation 
entre la charge de rupture des matières plastiques et la température. Leurs 
groupes principaux peuvent travailler dans l’intervalle de —200 à 

+ 250°C : avec l’apparition des matières plastiques à base des silicones et 
des plastiques fluorés la limite supérieure de la température a été poussée à 
500 °C. 

Les matières plastiques à base de résine siliconique gardent leur résis- 
tance jusqu’à —250°C et tiennent pendant 2 mn à un échauffement 
jusqu’à 2750 °C ; | 

8) elles sont très susceptibles de fluage et de relaxation même à 
l’ambiante ; 

9) les matières plastiques sont caractérisées par une faible rigidité, leur 
module d’élasticité même pour les plus rigides (plastiques verre-résine) est 
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environ 10 fois plus faible que celui de l’acier. Il s’ensuit que les déforma- 
tions et les déplacements qu’enregistrent les pièces en matières plastiques 
sont plus grands que pour les pièces en acier ; 

10) nombre de matières plastiques sont anisotropes, c’est-à-dire leurs 
propriétés diffèrent suivant la direction. L’anisotropie est particulièrement 
manifeste dans le cas des stratifiés. La figure I1.19, b, c matérialise la rela- 
tion entre la charge de rupture et le module d’élasticité à la traction d’une 
part, et la direction de la sollicitation de l’autre pour le plastique verre- 
résine renforcé de la même façon dans les deux directions (CBAM 1:1). 

Dans les calculs de la résistance il faut tenir compte de la façon corres- 
pondante de l’anisotropie des propriétés. 

Il faut noter que les propriétés mécaniques des matières plastiques sont 
encore peu étudiées et dans ce domaine il reste encore beaucoup à faire. 

Hétérogénéité des matériaux. Au $ 2 nous avons introduit l’hypothèse 
sur l’homogénéité et l’isotropie du matériau dans les limites d’une pièce. 
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Or, dans les pièces différentes fabriquées à partir du même matériau les 
propriétés mécaniques et plastiques peuvent être très différentes (disper- 
sées). 

En effet, si à partir du même acier on fabrique plusieurs éprouvettes 
identiques, les soumet à la traction et détermine la limite d’écoulement, 
généralement, les résultats ne coïncident pas. La figure 11.22 représente à 
titre d’exemple la courbe de distribution de la limite d'écoulement de l’acier 
à bas carbone Cr 3, dressée d’après les données sur 6000 éprouvettes. Le 
pointillé visualise le diagramme fréquentiel expérimental, alors que Îla ligne 
continue donne la courbe théorique (ce qu’on appelle la distribution nor- 
male) vers laquelle tend avec l’augmentation des essais la courbe construite 
d’après les données empiriques. 

Cette figure montre que pour cet acier la valeur la plus fréquente de la 
limite d'écoulement est o, = 300 MPa (15% des cas). La valeur minimale 
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est proche de 200 MPa et la valeur maximale, de 390 MPa. La forme de la 
courbe montre (pour un grand nombre d’essais) que des valeurs plus peti- 
tes, tout comme des valeurs plus grandes, ne sont pas exclues. 

Pour d’autres matériaux il existe également des courbes analogues. 

Dans le cas des matériaux moins homogènes, par exemple, le béton, le 
bois, la pente des courbes est plus faible, c’est-à-dire que la dispersion des 
valeurs de la quantité correspondante est sensiblement plus grande. 

La figure 11.23, a représente les diagrammes fréquentiels de la charge de 
rupture des aciers Cr 1 à Cr 5, qui montrent que ces aciers sont moins 
homogènes que les autres. Cette figure rend évident le fait que les diagram- 
mes fréquentiels des nuances différentes se chevauchent en partie, c’est-à- 
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dire que les aciers des nuances différentes peuvent posséder les mêmes 
caractéristiques mécaniques, y compris la charge de rupture. 

Par exemple, quatre nuances Cr 1, Cr2, Cr 3, Cr4 peuvent atteindre la 
charge de rupture o, = 400 MPa. 

L’existence des courbes de distribution qui déterminent sûrement le 
degré d’homogénéité du matériau rend possible un calcul différencié des 
pièces, en adoptant pour des matériaux plus homogènes, les autres condi- 
tions étant égales, des contraintes admissibles plus élevées. 

Les courbes de distribution sont à la base d’une méthode statistique 
nouvelle en principe de calcul des constructions (cf. $ 112). 

Les diagrammes fréquentiels examinés témoignent de l’existence des 
réserves importantes d'économie des matériaux qui peuvent être réalisées 
par un marquage plus soigné des aciers si le marquage s’inspire des valeurs 
de la résistance (aciers de destination générale, c’est-à-dire du groupe A). Si 
au lieu d’une nuance de l’acier, par exemple au lieu de Cr 5 pour laquelle la 
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dispersion de la charge de rupture va de 460 à 640 MPa (fig. I1.23, b), on 
établit deux nuances, Cr 52 et Cr 5°, dont la dispersion de chacune sera à 
peu près deux fois plus faible (fig. 11.23, b), ceci donnera une économie des 
matériaux parce que la contrainte admissible pour Cr 5° peut être plus 
grande que la contrainte prévue pour Crs. 


8 11. Coefficient de sécurité. Choix des contraintes admissibles 


Nous savons déjà que les charges réelles appliquées à une pièce, tout 
comme les propriétés des matériaux dont la pièce est fabriquée, peuvent 
différer sensiblement de celles retenues par le calcul. 

Les facteurs qui diminuent la résistance de la pièce (surcharges, hétéro- 
généité des matériaux, etc.) ont le plus souvent un caractère aléatoire et ne 
peuvent pas être pris au préalable en compte. 

Les pièces et les constructions dans leur ensemble devant assurer aussi 
un service sans aléas dans les conditions défavorables, il faut prendre des 
précautions correspondantes. À cet effet, les contraintes subies par une 
machine ou une construction doivent être inférieures aux valeurs limites 
susceptibles de provoquer la rupture ou de produire des déformations plas- 
tiques. On adopte donc 


O 


adm = o,/n 


adm ? 


(11.17) 


OÙ ,4m Est la contrainte admissible ; n,,,, le coefficient de sécurité imposé 
par les normes de la conception de la construction ; 0, , la contrainte limite 
(ultime) du matériau. 

Sous des sollicitations statiques, dans le cas des matériaux fragiles, on 
prend comme contrainte limite la charge de rupture, et dans celui des maté- 
riaux plastiques, la limite d’écoulement, du fait que les contraintes égales à 
la limite d'écoulement provoquent des déformations plastiques importan- 
tes qui sont inadmissibles. 

Ainsi, le coefficient de sécurité est introduit pour assurer le service sans 
aléas de l’ouvrage et de ses parties constitutives, malgré les écarts défavo- 
rables éventuels des conditions réelles par rapport à celles prévues par le 
calcul. 

La question du coefficient de sécurité #,,. établi par les normes se 
résout compte tenu de l’expérience acquise dans le service des ouvrages et 
des machines. Ces derniers temps le coefficient de sécurité global n,,, est 
divisé en plusieurs coefficients de sécurité partiels, dont chacun montre 
comment intervient dans la résistance d’un élément de construction l’un 
quelconque des facteurs ou un groupe de facteurs. Par exemple, un coeffi- 
cient reflète les écarts possibles des caractéristiques mécaniques du maté- 
rlau par rapport aux données de calcul, un autre, les écarts des charges 
appliquées par rapport à leurs valeurs de calcul, etc. 
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Tableau J1.4 


o,/0, 0,45 a 0,55 0,55 a 0,7 0,7 a 0,9 


ñ, 1,2a1,5 1,4 à 1,8 1,7 a 2,2 


Tableau I1I.S 


Contraintes admissibles 
MPa 


Fonte grise moulce : 


CU12—28 20 a 30 70 a 110 

CU15—32 25 a 40 90 a 150 

Cu21—40 35 a 55 160 a 200 
Acier : 

CTO et CTr2 140 140 

CT3 160 160 

CT3 dans les ponts 140 140 
Acier au carbone en construction 

mecanique 60 a 250 60 a 250 
Acier allie en construction mecani- 

que 100 a 400 et 100 a 400 et 

plus plus 

Duralumin 80 a 150 80 a 150 
Laiton 70 a 140 70 a 140 
Pin dans le sens des fibres 7a10 10 a 12 
Chene dans le sens des fibres 9a13 13 a 15 
Maçonnerie de briques jusqu’a 0,2 0,6 a 2,5 
Beton 0,1 a 0,7 1a9 
Textolite 15 a 30 30 a 40 
Pertinax 50 a 70 50 a 70 


Cette partition du coefficient de sécurité global permet de tenir compte 
de la diversité des conditions de service concrètes des pièces des machines et 
des ouvrages et les concevoir en assurant une meilleure fiabilité et un ser- 
vice économique. 

Le coefficient de sécurité s’écrit sous la forme de produit 


n=nmn;... (II.18) 


La question des coefficients de sécurité partiels n’est pas uniformisée 
jusqu’à présent. Leur valeur est adoptée d’habitude en se guidant par 
l'expérience de la conception et de l’exploitation des machines du type 
défini. Actuellement, en construction mécanique il existe des recommanda- 
tions sur l’utilisation d’un, de trois, de cinq et même de dix coefficients de 
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sécurité partiels. «L’Aide-mémoire de l’ingénieur de construction mécani- 
que» propose trois coefficients de sécurité suivants : 


n= nn, (11.19) 


où n, rend compte de l’imprécision des données des charges et des contrain- 
tes. Dans le cas d’une précision élevée de la détermination des contraintes 
en service on peut le retenir entre 1,2 et 1,5 ; lorsque la précision de calcul 
est plus faible, on le prend égal à 2 ou 3 ; n, rend compte de l’hétérogénéité 
du matériau, de sa susceptibilité aux défauts d’usinage. Pour le calcul 
d’après la limite d'écoulement sous l’action des charges statiques, le coeffi- 
cient #7, peut être choisi d’après le tableau II.4 (sans tenir compte des 
dimensions absolues) en fonction du quotient de la limite d’écoulement par 
la charge de rupture. 

En calculant la charge de rupture on adopte : a) pour les matériaux peu 
plastiques et fragiles (aciers à haute résistance à revenu à basse tempéra- 
ture) n, = 2 à 3 ; b) pour les matériaux fragiles n, = 3 à 4 ; c) pour les 
matériaux très fragiles, 7, = 4 à 6. Pour le calcul à la fatigue (cf. chapitre 
XII) le coefficient n, est pris égal à 1,5 ou 2,0, en le poussant dans le cas des 
matériaux à faible hétérogénéité (surtout la fonderie) et des pièces de gran- 
des dimensions jusqu’à 3 et plus ; n, est le coefficient des conditions de ser- 
vice, qui rend compte de la responsabilité des pièces et qui vaut de 1 à 1,5. 

Le tableau II.5 donne les valeurs approchées des contraintes admissi- 
bles dans le cas des sollicitations statiques de certains matériaux. 


$ 12. Problèmes types de calcul à la résistance des barres 
étendues (comprimées) 


Après avoir calculé la contrainte dans la section dangereuse de la barre 
étendue (comprimée) d’après la formule [11.2] et établi la contrainte admis- 
sible conformément aux considérations qui précèdent, on peut évaluer la 
résistance de la barre. 

A cet effet, il faut comparer les contraintes réelles sollicitant la section 
dangereuse avec les contraintes admissibles 


o= NAS, [1.20] 


se 

Il s’agit ici de la contrainte admissible soit à la traction, soit à la com- 
pression, suivant le cas envisagé. 

L’inégalité [11.20] s'appelle condition de résistance à la traction (com- 
pression). 

En appliquant cette condition, on peut résoudre les problèmes sui- 
vants : 

1. Vérifier la barre à la résistance, c’est-à-dire calculer d’après la 
charge et les dimensions de la section droite les contraintes réelles a... et les 
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comparer avec les contraintes admissibles. L'écart réel ne doit pas dépasser 
+ 5 %. Une surcharge plus forte est inadmissible du point de vue de la 
résistance, alors qu’une sous-charge témoigne de la consommation exces- 
sive du matériau. Le coefficient de sécurité réel est défini comme le quo- 
tient 7 = 0,/0,,, POur des matériaux plastiques ou # = a, /0,, pour des 
matériaux fragiles. 

2. Calculer d’après la charge connue et la contrainte admissible la sec- 
tion droite nécessaire pour assurer la résistance de la barre 


À > N'oum. [11.21] 


3. Calculer l'effort normal admissible d’après les dimensions données 
de la section droite et la contrainte admissible connue : 


Nam < Aadm [I1.22] 

Après avoir déterminé l'effort normal et établi la relation entre ce der- 
nier et la charge (par la méthode des sections), on peut calculer la charge 
admissible. 

Il convient de retenir qu’après le calcul de la résistance de la section la 
plus faible, les barres comprimées doivent être vérifiées à /a stabilité pour 
parer au flambement éventuel qui peut apparaître dans le cas d’une valeur 
définie de la force de compression (cf. chapitre X). 


Exemple 1.3. Calculer la charge admissible de la tôle d'acier soumise à la traction, affai- 
blie par les trous de d = 20 mm (fig. 11.24). Contrainte admissible Cadm = 160 MPa ; épais- 


seur de la tôle /: = 10 mm ; sa largeur b = 200 mm. 


Solution. Déterminons la charge admissible par calcul à la résistance suivant la section 
affaiblie par les trous, la rupture pouvant se produire avant tout en cet endroit. L’aire totale 
de la section de la tôle 


D ,,,,,, SR ,,,,, 


Fig. 11.24 


À, = 20 : 1 = 20cm. 


L'’aire de deux trous qui affaiblissent la section : AA = 2:1:2= 4 cm2. L'aire active de 
la section 


À, = À, — AA = 20 — 4 = 16cm° = 16 : 107*m°. 
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La charge admissible 
= = E —4., z = : = 
Fidm = Anom = 16 © 107 + 160 + 10 = 256 - 10° = 256 KN. 


Exemple 11.4. Sélectionner la section des éléments du système représenté sur la figure 11.25 
et calculer le déplacement du nœud B. Matériau : acier CT 3 ; 0, = 160 MPa. 


Fig. 11.25 


Solution. Calculons par la méthode des sections les efforts sollicitant les barres, en consi- 
dérant la partie du système au-dessous de la section a—a: 


y X =0; — N, sin 30° + N, sin 45° = 0, 
d'où N, = N,v2; 
Ÿ Y=0; AN, cos 30° + N, cos 45° — 50 = 0. 
En résolvant deux équations à deux inconnues, on trouve 


N, = 0,0368 MN et N, = 0,026 MN. 


Les deux efforts sollicitent à la traction. Choisissons la section des éléments : 


A, = Nj/o;4m = 0:0368/160 = 0,00023m° = 2,3 cm”; 


À, = N/0,4m = 0:026/160 = 0,000162 m° = 1,62 cm°. 


Déterminons le déplacement du nœud 8. Cherchons d’abord l’allongement des barres 


Al = N,l,/(EA,) = 0,0368 : 1,16/(2 : 10° - 2,30 : 107*) = 0,00092 m = 0,092 cm ; 


Al, = 0,026 : 1,41/(2 + 10° - 1,62 - 107*) = 0,00112 m = 0,112 cm. 


Pour déterminer le déplacement du nœud B, appliquons la méthode graphique. Menons à 
partir des points D et C des arcs de rayons égaux aux nouvelles longueurs des tiges DB et BC 
(compte tenu des allongements). Ils se coupent en B”, la nouvelle position de l’articulation B. 
Les déformations étant faibles, les arcs peuvent être remplacés par les droites B,B° et B,B° 
perpendiculaires aux directions de BC et DB. Pour obtenir une solution plus précise, la cons- 


4° S1 


truction (le diagramme des déplacements) doit se faire à une grande échelle (fig. 11.25). Alors, 
à l'échelle retenue, le segment BB° détermine le déplacement du nœud B. 
Dans notre cas, il vaut ô = 0,13 cm. 


$ 13. Contraintes sollicitant les sections obliques 
à la traction (compression) dans une direction 


Pour juger de la résistance totale du matériau, il faut savoir calculer les 
contraintes qui interviennent dans une section oblique quelconque d’une 
barre étendue ou comprimée (fig. 11.26, a). Les contraintes normales a 


b) €) 6! 
(CR 
LU 
Eng Lu J 
(US 
Fig. 11.26 


dans la section droite de la barre sont considérées comme connues (par 
exemple, o, = N/A). 

Calculons les contraintes apparues dans la section oblique BC dont la 
normale fait un angle æ avec la direction de o,. Adoptons que la direction 
positive des lectures de l’angle & est antihoraire. 

Introduisons les notations: À, l’aire de la section perpendiculaire à 
l’axe de la barre ; À, l’aire de la section oblique ; de plus, 


A, = A/cos a. (11.23) 


Dans le cas général la section oblique peut subir aussi bien des contrain- 
tes normales o_, que des contraintes tangentielles 7. Leurs valeurs se trou- 
vent d’après la condition d’équilibre de la partie rejetée, par exemple, de la 
partie inférieure (fig. 11.26, b). Projetons les forces sur la direction de a. : 


o, À, — 0, A COS & = 0. 


En utilisant la relation (11.23), trouvons 


6, = 0, COS @. [11.24] 


œ 
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Projetons les forces sur la direction de 7. pour obtenir 


TA, — 0,4 sin & = O, d’où T, = 0,50,sin 2. [11.25] 


Lorsque la valeur de o est positive (traction) et 0 < æœ < 90°, la valeur 
obtenue de 7, est positive. Ceci signifie que la contrainte tangentielle est 
dirigée suivant la figure 11.26, b. 

Cette direction de la contrainte tangentielle est caractérisée par le fait 
que pour se confondre avec celle-ci la normale extérieure nr à l’aire doit être 
tournée dans le sens horaire. Les contraintes tangentielles de cette direction 
sont d’après l’usage considérées comme positives”. 

Mais si pour se confondre avec la contrainte tangentielle la normale à 
l’aire doit être tournée dans le sens antihoraire, cette contrainte est envisa- 
gée comme négative (fig. I1.26, c). 

La formule [11.24] implique que les contraintes normales deviennent 
maximales lorsque œ = 0, c’est-à-dire dans la section perpendiculaire à 
l’axe de la barre. 

D’après la formule [II.25], avec æ = 0, la contrainte tangentielle 
s’annule. Les formules [11.24] et [11.25] montrent que pour æ = 90°, 
o = 0et 7 = 0. | 

De la sorte, dans les sections longitudinales on n’observe ni contraintes 
normales, ni contraintes tangentielles. 

Comme nous l’avons déjà dit (cf. $ 6), les aires non soumises aux con- 
traintes tangentielles se nomment principales, et les contraintes normales 
qui interviennent dans les aires principales s’appellent contraintes principa- 
les. Par conséquent, une contrainte normale qui se manifeste dans la sec- 
tion droite d’une barre étendue ou comprimée est une contrainte princi- 
pale. Elle est donc notée a, , puisque les indices 1, 2, 3 sont affectés d’habi- 
tude aux contraintes principales (cf. $ 6). 

Etant donné que dans le cas considéré il n’y a qu’une seule contrainte 
principale différente de zéro, l’état de contrainte envisagé est donc uni- 
axial. 

La formule [11.25] montre également que la contrainte tangentielle 
maximale se manifeste dans la section sous un angle æ« = 45°; elle vaut 
donc la moitié de la contrainte principale : 

Tnax = 01/2. (11.26) 

C’est dans ces sections précisément que s’amorcent les déplacements 
des cristaux, le témoignage en étant fourni par les lignes de Lüders- 
Tchernov (cf. dans ce qui précède). 


* Dans la théoric de l’élasticité la règle des signes des contraintes tangenticiles est diffé- 
rente. 
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$ 14. Loi de parité des contraintes tangentielles 


Déterminons les contraintes normales et tangentielles qui interviennent 
dans deux aires réciproquement perpendiculaires. 

Pour une aire inclinée sous un angle & on a, d’après les formules [11.24] 
et [11.25], 
0, = 0, COS? &; 7, = 0,50, sin 2c. 


a 


Pour les aires réciproquement perpendiculaires, lorsque l’angle est égal 
à & + +/2, les contraintes normales et tangentielles peuvent être détermi- 
nées soit directement à partir de la condition d’équilibre de la partie supé- 
rieure ou inférieure de la barre (fig. 11.26, c), soit d’après les formules 
[11.24] ou [11.25], en remplaçant æ par æ + 7/2. 

En appliquant les formules [11.24] et [11.25], on obtient 


Os sr2 = 0 COS (a + +/2) = 0, sin’, (11.27) 
Tu x/2 = 0,50, sin 2(œ + #/2) = —0,50, sin 2. (11.28) 


L'analyse des résultats obtenus montre que, premièrement, 


c’est-à-dire que /a somme des contraintes normales par rapport à deux aires 
réciproquement perpendiculaires est constante et égale à la contrainte prin- 
cipale ; deuxièmement, 


la — TT Tod-e/25 


(II.29) 


c’est-à-dire que deux aires réciproquement perpendiculaires subissent des 
contraintes tangentielles égales en valeur et de signe opposé (loi de parité ou 
de réciprocité des contraintes tangentielles). Dans ces conditions, les con- 
traintes tangentielles intervenant dans deux aires réciproquement perpendi- 
culaires sont dirigées les deux soit vers l’arête d’intersection des aires, soit à 
partir de cette arête, suivant la figure 11.26, a. 

Par exemple, si on change le signe de o, les contraintes 7, et 7, ,,» 
changent leur direction pour une direction opposée et pour être orientées 
les deux vers l’arête B de l’intersection des aires. 

La loi de parité (de réciprocité) des contraintes tangentielles est valable 
aussi bien pour l’état uniaxial, que pour n’importe quel autre état qu’il soit 
biaxial ou volumique. 
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$ 15. Calcul des contraintes intervenant dans les sections 
obliques soumises à la traction (compression) 
dans deux directions 


Considérons le cas plus général de l’état de contrainte plan (biaxial) 
lorsque deux contraintes principales o, et o, sont différentes de zéro 
(fig. 11.27, a). 

Comme nous l’avons déjà dit au $ 6, les indices sont affectés aux 
symboles des contraintes principales de façon à respecter l’inégalité 
0, > o,. L’angle positif æ entre la direction de 0, et la normale à une aire 
arbitraire est compté dans le sens antihoraire. L’angle entre la direction de 
la contrainte 0, et l’aire est « + 7/2. 

Dans une section oblique arbitraire les contraintes a, et 7, peuvent être 
déterminées soit à partir des conditions d’équilibre d’un prisme triangulaire 
ABC (fig. 11.27, b), soit d’après les formules [11.24] et [II.25], en sommant 


c) d) 
6 6 
T=6 
6 6 6 6 
Ô 6 


Fig. 11.27 


les contraintes dues à l’action de o, avec les contraintes dues à l’action de o, 
(en remplaçant l’angle œ par œ + x/2). 
Il en résulte 
O, = 0, COS*@ + 0, COS? (æœ + +/2), d’où o, = o, cos? « + o, sin? @. 
(11.30) 
Ensuite, 


T, = 0,50, sin 2œ + 0,50, sin 2(œ + x/2), 


d’où 7, = 0,5(0, — 0,)sin 2a. (11.31) 
La formule (11.31) montre que les contraintes tangentielles maximales 
sont égales à la demi-différence des contraintes principales 


Tux = (6, — 0)/2 (11.32) 
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et se manifestent dans les sections inclinées sous le même angle aux direc- 
tions de o, et o,, c’est-à-dire avec « = 45°. Ceti résulte de la condition que 
Tax à lieu avec sin 2a = I. 

Après avoir déterminé les contraintes tangentielles sur l’aire perpendi- 
culaire à l’aire AB, vérifions que la loi de parité des contraintes tangentiel- 
les est également valable pour l’état de contrainte biaxial. Ceci peut être 
également prouvé en appliquant la formule (11.31) pour calculer les valeurs 
der et T. à 

Cas particuliers. /-er cas. Considérons l’état de contrainte lorsque 
0, = 0, = 0 (fig. 11.27, c). 

Dans ce cas sur toutes les aires qui passent par le point étudié, la con- 
trainte tangentielle 7 est nulle et la contrainte normale a la même valeur 
o, = o [cf. les formules (11.30) et (11.31)]. Cet état de contrainte s’appelle 
traction (compression) biaxiale uniforme. 

2-e cas. Considérons l’état de contrainte visualisé sur la fig. 11.27, d 
caractérisé par les contraintes principales o, = o et o, = —o. Alors, 
0, = 0. Calculons les contraintes dans les sections de même inclinaison par 
rapport aux directions de 0, et o,, c’est-à-dire pour « = 45° et œ = 135°. 

D’après les formules (11.30) et (11.31), on obtient que o, = 0 et 
T, = +0. Cet état de contrainte s’appelle cisaillement pur. 


$ 16. Définition des contraintes principales et des positions 
des aires principales 


Considérons le problème inverse. On donne les contraintes normales et 
tangentielles qui agissent suivant les faces de l’élément (fig. 11.28, a). Il 
faut déterminer la position des aires principales et les valeurs des contrain- 


b) 


Fig. 11.28 


tes principales. Considérons l’équilibre du prisme triangulaire à base DBC 
(fig. 11.28, b). Admettons que o, > o,. Comptons l’angle ÿ à partir de la 
direction de la plus grande contrainte jusqu’à la normale à l’aire. Retenons 
comme direction positive du comptage de l’angle ÿ celle dans le sens anti- 
horaire. Désignons par dA l’aire de la face inclinée. Alors l’aire de la face 
verticale est dA sin Ÿÿ, et de la face horizontale, dA cos Ÿ. 
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En projetant toutes les forces sur la direction de o,, on obtient : 
0, dA — (o,dA cos cos ÿ + (7 dA cos ÿ)sin # + (r dA sin ÿ) cos ÿ — 
— (0, dA sin ÿ)sin ÿ = 0. En projetant maintenant toutes les forces sur la 
direction de Ty: Ty dA — (a, dA cos ÿ}sin ÿ — (7 dA cos ÿkos ÿ + 
+ (r dA sin Ÿ})sin Ÿ + (CA dA sin cos Ÿ = 0. 

En réduisant par dA et en introduisant les fonctions des angles doubles, 
on obtient 


0, = 0, cos? Y + 08 sin? ÿ# — 7 sin 2ÿ, (11.33) 


Ty, = 0,5(0, — o,)sin 2j + 7 cos 2ÿ. (11.34) 


Avec la variation de l’angle d’inclinaison de l’aire ÿ la grandeur o, 
change en permanence. 

Pour établir les positions des aires principales, c’est-à-dire sollicitées 
par les contraintes normales extrémales, il faut soit annuler la dérivée 
do,/dY, soit annuler les contraintes tangentielles Ty CES dernières ne se 
manifestant pas dans les aires principales. 

Dans les deux cas, pour le calcul de l'angle Ÿ, de l’inclinaison des aires 
principales on obtient la relation suivante : 


0,5(0, — 0g)sin 2ÿ, + Tcos 2ÿ, = 0 ou 182%, = 2r/(0, — a). 
[11.35] 


Pour obtenir les valeurs extrémales des contraintes normales, c’est-à- 
dire des contraintes principales, portons la valeur de l’angle de la formule 
[11.35] dans la formule (11.33). Exprimons d’abord les fonctions trigono- 
métriques de (11.33) à l’aide de la tangente de l’angle double. A cet effet, on 
utilise les formules de trigonométrie connues: 


Sin 2, = + — ; 


| 
LH ——; 
V1 + tg22, 
cos ÿ, = 0,5(1 + cos 2y,) ; sinÿ, = 0,5(1 — cos*},). 


cos 2, 


Après des transformations élémentaires on obtient la formule des con- 
traintes principales: 


Ornax = 0,5(0, + 04)+0,5V(o, — où) + 4. (11.36) 


min 


Si l’une des contraintes normales est nulle, la formule (11.36) devient 
plus simple : 


= 0,50 + 0,5Vo? + 472. [11.37] 


Onax 
min 
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Dans ce qui suit nous utiliserons cette formule pour l’étude de la flexion 
et de la résistance composée. 

En analysant la dérivée seconde d'o,/d#?, on peut voir que sous les 
conditions adoptées (o, > 9,) l’aire principale subit sous un angle ÿ, la 
contrainte principale maximale, et l’aire sous un angle ÿ, + 90°, la con- 
trainte principale minimale. D’une façon analogue, on peut trouver les 
valeurs extrémales des contraintes tangentielles en annulant la dérivée 
dr,/dÿ = 0. Onentire 


Tr = +0,5Vo? + 472. [IL.37a] 


Exemple 11.5. Etablir la valeur et la direction des contraintes principales dans le cas de 
l’état de contrainte visualisé sur la figure 11.29. 


6p"20MPa 


Onax"36,2MPa 
Gg 
Fig. 11.29 


Solution. Calculons d'après la formule [11.35] la position des aires principales perpendicu- 
laires au plan du dessin 


2 * 100 
8% 20-50 
2ÿ, = -63°30'; 
Vo = —31°45". 


Le signe moins indique que ÿ, se compte à partir de la direction de a, = 30 MPa dans le 
sens horaire. 
D'après la formule (11.36), on obtient 


__ 30 + 20 


Ormnax 


| oo oo mn 
+ = VG0 - 207 + 4. 10? = 25 + 11,2 = 36,2 MPa : 


o_. = 25 — 11,2 = 13,8 MPa. 


min 


En vertu de ce qui est dit plus haut, a, intervient dans l’aire sous un angle ÿ,,eto ..; 
dans l’aire sous un angle ÿ, + 90°. 
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Exemple 11.6. Qu'est-ce qui changerait dans l’exemple précédent si les contraintes tangen- 
tielles étaient dirigées dans le sens opposé ? 

Réponse. La contrainte tangentielle 7 devenant négative, c’est le signe de l’angle d'inclinai- 
son des aires principales qui change : #, = 31°45° (il est compté dans le sens antihoraire). Les 
valeurs des contraintes principales ne changent pas. 


$ 17. Relation entre les déformations et les contraintes 
aux états de contrainte plan et volumique (loi de Hooke généralisée) 


Déterminons à l’état de contrainte plan les déformations €, et €, dans le 
sens des contraintes principales (fig. 11.30). A cet effet utilisons la loi de 
Hooke pour l’état de contrainte uniaxial (cf. la formule (11.31)), ainsi que 
la relation (11.5) entre les déformations longitudinale et transversale, et le 


6 


G 
* Fig. 11.30 


principe de l’indépendance de l’effet des forces (principe de la composition 
des déformations). 

L’allongement relatif suivant la verticale, produit par l’action d’une 
seule contrainte o,, est 


€, = 0/E, 
en même temps le rétrécissement relatif dans le sens horizontal s’écrit 
€, = v0,/E. 
L’application de la seule o, produirait dans le sens horizontal l’allonge- 


ment €,, = 0,/E, et dans le sens vertical, le rétrécissement €, = vo,/E. 
En additionnant les déformations, il vient 


€, = € + € = 0,/E — vo,/E. nie 


E = Ep + En = 0,/E _ vo,/E. 


Ces formules traduisent la loi de Hooke généralisée pour l’état de con- 
trainte plan. 
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Si l’on connaît les déformations €, et €,, en résolvant les équations 
(11.38] par rapport aux contraintes 0, et o,, on obtient les formules suivan- 
tes : 


0, = E(e, + ve,)/(1 — »), 
[EI.39] 
0, = E(E, + ve,)/(1 — vi). 


D’une façon analogue, pour l’état de contrainte volumique (spatial) 
lorsque toutes les trois contraintes principales o,, o, et o, sont différentes 
de zéro, on a 


€, = la — (0, + 0,)], 


ë, = 2 lex — #03 + au) [E1.40] 


E = los — v(o, + 0,)]. 


Les équations [11.40] traduisent la loi de Hooke généralisée de l’état de 
contrainte volumique. Les déformations €,, €, et €, dans la direction des 
contraintes principales s’appellent déformations principales. 

La connaissance de ces déformations permet de calculer la variation du 
volume sous la déformation. Prenons un cube de 1 x 1 x 1 cm. Avant la 
déformation son volume V, = 1 cm*; après la déformation il devient : 
V= (1 +e)1 + 21 +68) = 1+8e +e, +e, (les produits de € 
sont négligeables comme quantités petites devant € eux-mêmes). 

La variation relative du volume 


v=(V-VM)/N=E +e+e. [11.41] 


En y portant les valeurs de €,, €,, €, tirées des équations [II.40], on 
obtient 


vu = (1 — 2r)(o, + 0, + 0,)/E. [ET.42] 


La formule [11.42] entraîne que le coefficient de Poisson » ne peut être 
supérieur à 0,5. En effet, il est évident que la traction triaxiale ne peut pas 
diminuer le volume de l’élément car v est positif ; or, ceci n’est possible que 
si 1 — 2» > 0, du fait que dans ce cas les contraintes principales sont posi- 
tives (0,> 0, > 0, > 0). 

Les formules [11.38] à [11.42] expriment la relation non seulement entre 
les déformations principales et les contraintes, mais encore entre les valeurs 
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quelconques de ces quantités (non principales), c’est-à-dire qu’elles restent 

valables lorsque les aires subissent également des contraintes tangentielles. 
Ceci résulte du fait que les déformations linéaires (dans les directions 

perpendiculaires à 7) ne dépendent pas des contraintes tangentielles. 


Exemple 11.7. Déterminer les contraintes 9, et o,, si les déformations dans leurs directions 
sont €, = 0,001 €, = — 0,0008 ; le module d’élasticité E = 2 + 10° MPa; le coefficient de 
Poisson » = 0,3. 

Solution. D'après la formule [11.39] on a 


2: 10 | 
0, = E 2 + vE,) = - 05 (0,001 — 0,3 - 0,0008) = 167,0 MPa : 
: (e-Lo8) 2: 10 (—0,0008 + 0,3 - 0,0001) = — 110,0 MPa 
ne EC DENT 2 "LV, ms , . 
+. Le #7 : 1 — 0,3 


Exemple 11.8. Un cube de caoutchouc ABCD est placé sans serrage mais aussi sans jeu 
dans une enceinte en acier de façon que ses deux faces opposées soient libres (fig. 11.31). Le 


Fig. 11.31 


cube est soumis d’en haut à la pression p. Calculer la contrainte o,, les déformations €, et €. 
ainsi que la variation relative du volume. Le module d’élasticité du caoutchouc est E, ie coef- 
ficient de Poisson, ». Le frottement entre le cube et les parois est négligé. L'’enceinte en acier 
est considérée comme parfaitement rigide (indéformable). 
Solution. D'après la loi de Hooke géneralisée on a 
E, = {o, _ vo, + o.)V/E, 
= [o, _ »(o. + oV/E, 


€, = [o. — vo, + o,/E. 


Par condition : o, = 0 ;0. = —p; E, = 0. En appliquant ces conditions, il vient 


Oo = —vp; E, = pv + 1)p'E; 
E, = (1 + ")p/E : 
V=E, +e,+e. = (1 — 2)X(1 + v)p/E. 
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$ 18. Travail à la traction (à la compression) des forces extérieures et 
intérieures. Energie potentielle de déformation 


En traction (en compression) les forces extérieures réalisent un travail 
par suite du déplacement des points de leur application (fig. 1.32, a). 

Calculons le travail de l’application statique d’une force extérieure, 
c’est-à-dire d’une force qui au cours de la déformation croît à une vitesse 
très faible de zéro à sa valeur terminale 


a) 


Fig. 11.32 


Le travail élémentaire d W d’une force extérieure F pendant le déplace- 
ment dô est 
dW = Fdàô. (II.43) 


Mais Ô et F sont liés par la relation Ô = F//(EA) (loi de Hooke) d’où F = 
= EA 6/1. 
En portant cette valeur dans la formule (11.43), on obtient 


dW = EAôdô/I. 
Le travail total de la force est donné par l'intégration de cette expres- 


sion de zéro à la valeur terminale du déplacement à, : 
ô 


U 9 
ms [oa5 = 5% = A9 
2 


0 


W = 0,5F5, [11.44] 


Ainsi, 


c’est-à-dire que le travail d’une force extérieure appliquée suivant une allu- 
re statique est égal à la moitié du produit de la valeur terminale de la force 
par la valeur terminale du déplacement correspondant. 

Graphiquement, le travail de la force F s’exprime, compte tenu de 
l’échelle, par l’aire OCB du diagramme dressé en coordonnées ô— F (fig. 
11.32, b). 
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Notons que suivant le déplacement à, le travail de la force F, invariable 
en valeur est égal à 


W = Fà,, 


c’est-à-dire qu’il est deux fois plus grand que dans le cas de l’action stati- 
que. 

Au cours de la déformation le travail est réalisé non seulement par les 
forces extérieures, mais aussi par les forces intérieures (celles de l’é- 
lasticité). 

En traction (compression) le travail des forces extérieures se calcule de 
la façon suivante. 

La figure 11.33 représente l’élément dz de la barre sollicité par des con- 
traintes normales o qui pour cet élément sont des forces extérieures. Il est 
clair que les forces intérieures sont dirigées du côté opposé au déplacement. 


dz +*A(dz) 


ee sne 
er 


Fig. 11.33 


C’est pourquoi sous la charge le travail des forces intérieures est toujours 
négatif. 
Le travail élémentaire des forces intérieures (pour l’élément dz) se cal- 
cule d’après la formule analogue à [II.44)] : 
dW. = —0,5NA(dz), (11.45) 


où N est l’effort intérieur (effort normal) ; A(dz), l’allongement de l’élé- 
ment. 
Mais, d’après la loi de Hooke, A(dz) = Ndz/(EA). Donc, 


dW. = — N°? dz/(2EA). (11.46) 
Lé travail total des forces intérieures s’obtient en intégrant les deux 
membres de (11.46) par rapport à la longueur / de toute la barre : 


! 


ME > (ES (11.47) 
Si N, E et À sont constants, il vient | 

W. = —N'I/(2EA) = —EA AP/(2), (I.48) 
où A/ = ô = N/(EA) est l’allongement de la barre. 
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La quantité égale au travail des forces intérieures mais affectée d’un 
signe opposé s’appelle énergie potentielle de déformation. C’est l’énergie 
accumulée par le corps pendant la déformation. 

Ainsi, pour une barre de section constante, lorsque la valeur de l’effort 
normal est la même dans toutes les sections droites, l’énergie potentielle en 
traction (en compression) se calcule d’après la formule 


U= -W. = NI/(2EA) = EAAP/(2). [1.49] 


L'énergie potentielle rapportée à l’unité de volume du matériau s’appel- 
le énergie potentielle spécifique : 


u = U/V = U(AN = —-NI/(EA'D = o?/(2E), (1.50) 
ou u = Ee?/2 (étant donné que o = EE), ou encore u = 0€/2.  (II.51) 


A l’état de contrainte volumique l’énergie potentielle spécifique s’ob- 
tient comme la somme de trois termes : 


u = (0,€, + 0,€, + 0,€3)/2. (IL.52) 
La loi de Hooke généralisée permet de tirer 
u = [oi + 05 + 05 — 2r(o,0, + 0,0, + 0,0,)}/(2E). [11.53] 


En annulant l’une des contraintes principales, il est facile d’obtenir à 
partir de cette formule comme cas particulier la formule de l’état de con- 
trainte plan. 


$ 19. Propriétés de l'énergie mécanique 


Voici deux propriétés de l’énergie mécanique largement appliquées par 
les méthodes modernes de calcul des constructions quelles que soient les 
déformations, que ce soit la traction, la torsion, la flexion, etc.*. 

Loi de conservation de l’énergie mécanique. La transformation de 
l’énergie des forces extérieures en énergie des forces intérieures et inverse- 
ment vérifie la loi de la conservation de l’énergie qui peut être énoncée 
comme suit : /orsque sous l'action d'une charge quelconque un corps (un 
système) élastique passe de l’état non déformé à l’état d'équilibre déformé, 
le travail global fourni par les forces extérieures et intérieures est nul : 


W+W =0, [1.54] 
où West le travail des forces extérieures (positif lors de l’application de la 


charge); W, le travail des forces intérieures (négatif lors de l’application de 
la charge). Compte tenu que W. = —U, l’équation [11.54] peut être rem- 


* La démonstration de ces théorèmes est donnée par les cours relatifs à la théorie de l’élas- 
ticité et à la mécanique des constructions. 
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placée par l’égalité 
W = U, (II.S55) 


où U est l’énergie potentielle de déformation. 

Cette loi reste en vigueur dans le cas d’une sollicitation lente (statique) 
et dans celui des déformations élastiques. 

Lorsque la sollicitation prend une allure dynamique et lorsqu’apparais- 
sent des déformations plastiques une partie de l’énergie des forces intérieu- 
res se transforme en énergie du déplacement du corps, en énergie électro- 
magnétique, thermique ou en d’autres formes d’énergie. 

La loi de la conservation de l’énergie fournit une équation dont l’utili- 
sation permet de calculer une inconnue, par exemple, le déplacement dans 
le sens de la force extérieure ou l’effort inconnu dans l’une des barres. 


Exemple II.9. En appliquant cette loi déterminer le déplacement vertical du nœud B (cf. 
fig. 11.25). 
Solution. Le travail de la force extérieure F 


W = F5,/2, 
où 6, est le déplacement vertical pour le moment inconnu du nœud B. 
L'énergie potentielle de la déformation des barres DB et BC est 
U = (ML,/A, + ML/A,)CE). 
En vigueur de la loi de la conservation de l’énergie, on a 
= (N/A, + NML/A,Y/QE). 
En y portant les quantités connues F = 50 KN ; E = 2: 10 MPa; N, 


26,0 kN; /, = 116cm;/, = l4lcm;4, = 2,30cm° = 2,3:107* m° ; : À, 
on obtient ôg = 0,124 em. 


36,8 KN: N, = 
1,62 : 1074 m°, 


‘Loi du minimum de l’énergie potentielle de déformation (principe de la 
moindre action). Dans le calcul des constructions on applique largement la 
loi énergétique suivante appelée principe de la moindre action : l’état de 
contrainte d'équilibre réel d’un corps (système) élastique se distingue de 
tous les états d'équilibre connexes par le fait qu'il assure le minimum de 
l’énergie potentielle de déformation. 

Aussi, si l’énergie potentielle de déformation dépend des quantités in- 
connues, par exemple des efforts X,, #,, etc., on peut calculer ces incon- 
nues à partir des conditions du minimum d’énergie : 


OU/0X, = 0; AOU/0X, = 0;... [56] 


Le principe de la moindre action est justifié pour des corps et systèmes 
élastiques linéairement déformables, c’est-à-dire observant la loi de Hoo- 
ke. Il met à notre disposition n’importe quel nombre d’équations, et no- 
tamment d’équations linéaires nécessaires pour déterminer les inconnues. 

Au paragraphe suivant nous montrons l’application de ce principe au 
calcul des systèmes hyperstatiques les plus simples. 
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Les autres propriétés de l’énergie mécanique sont décrites dans les para- 
graphes correspondants du cours. 


$ 20. Problèmes hyperstatiques en traction et compression 


Dans de nombreuses constructions il existe des éléments sollicités par 
des efforts qui ne peuvent pas être déterminés seulement à l’aide des équa- 
tions d’équilibre. Ces constructions (structures) sont dites hyperstatiques. 

Considérons, par exemple, la barre de la figure 11.34. La charge F est 
supportée en partie par l’encastrement supérieur et en partie par l’encastre- 
ment inférieur. Pour calculer les deux réactions des encastrements on ne 


Fig. 11.34 Fig. 11.35 


peut utiliser qu’une équation d’équilibre : l’égalité à zéro de la somme des 
projections de toutes les forces sur l’axe vertical. Les deux autres équations 
d’équilibre se transforment en identités. 

Puisqu’il y a deux inconnues, alors que l’équation d’équilibre n’est 
qu’une seule, pour examiner la déformation de la barre ou les déplace- 
ments de ses sections il faut composer une équation supplémentaire. De tels 
systèmes sont dits à un degré d’hyperstatisme. 

Les systèmes qui imposent la composition de deux équations des dépla- 
cements sont dits à deux degrés d’hyperstatisme, etc. 

Pour résoudre le problème considéré procédons de la façon suivante. 
Rejetons un encastrement, par exemple, celui d’en bas, en remplaçant son 
action sur la barre par la réaction inconnue. 

Dans le système ainsi obtenu dit ordinairement principal, annulons le 
déplacement de la section inférieure du fait que cette section est encastrée et 
ne peut pas se déplacer. L’action de la force R, fait que la section B—B se 
déplace en haut par suite du raccourcissement de toute la barre, et celle de 
la force F la déplace en bas par l’allongement de la partie supérieure de la 
barre de longueur /,, du fait que la force F, quand on rejette l’encastrement 


66 


inférieur, est transmise à l’encastrement supérieur seulement par cette par- 
tie de la Barre. 

Pour établir la déformation, appliquons la loi de Hooke. L’aire de la 
section de la barre étant différente dans des secteurs différents, la déforma- 
tion est déterminée par parties. 

L’équation des déplacements est de la forme : 


—R,L/(EA) — Ryl/(EA;) — Ryl/(EA;) + Fl/(EA,) = 0. 


Les trois premiers termes traduisent le déplacement de la section B—B 
en haut sous l’action de la force R,, le quatrième terme, son déplacement 
en bas sous l’action de la force F. D’après cette équation on calcule R,, 
après quoi les forces normales dans les sections se calculent sans peine par 
la méthode des sections, comme on l’a montré aux paragraphes précédents. 

La méthode de résolution envisagée, lorsqu’on prend comme inconnus 
les efforts dans les liaisons rejetées, s’appelle la méthode des forces (pour 
plus de détails, cf. $ 66). 


Exemple 11.10. Calculer la réaction de l’encastrement inférieur de la barre représentée sur 
la figure 11.35, a. 

Solution. Avant l'application de la charge, entre l’extrémité inférieure de la barre et l’en- 
castrement il y a un petit jeu A. L’action de la force rattrape ce jeu et fait appraîre la réaction 
R,- Pour calculer cette réaction, rejetons l’encastrement inférieur en remplaçant son action 
sur la barre par la force R,, (fig. 11.35, b). Composons l’équation des déplacements. Le seg- 
ment MD représente le déplacement que subirait la section sous l’action de la force F'en l’ab- 
sence de l’encastrement. Le tronçon KM traduit le déplacement de la section dû à la réaction 
R,.. 

D'après le dessin on voit que 


MD = KM + 4, mais M D = Fl,//(EA,); 
KM = Rhl/(EA;) + Rph/(EA)). 
Donc, 
F,/(EA,) — Rhl/(EA;) — R)l,/(EA,) = 4. 


Cette équation permet de calculer R D’ Si R, s'obtient avec le signe plus, cela signifie que sa 
direction retenue est correcte, c’est-à-dire de bas en haut. Si la valeur de R, est négative, cela 
signifie que la force Fest insuffisante pour rattraper le jeu et à cet effet il faut appliquer à l’ex- 
trémité inférieure de la barre une force R,, dirigée de haut en bas. 

Par conséquent, pour une valeur négative de R, le problème se ramène au calcul des ef- 
forts dans les sections droites de la barre sous l’action d’une seule force F (problème isostati- 
que). 

Exemple H.11. Calculer la charge admissible pour le système de barres en acier représenté 
sur la figure 11.36. On admet que la poutre BC est parfaitement rigide. La contrainte admissi- 
ble est © n- 

Solution. Le calcul de tels systèmes composés de plusieurs barres se fait ordinairement en 
appliquant une autre méthode qui peut être appelée méthode de la comparaison des déforma- 
tions. 

D'abord on fait appel à la méthode des sections pour établir les efforts inconnus et compo- 
ser les équations d'équilibre qü’admet le problème donné. 

Dans notre cas, on ne peut composer que deux de ces équations : annuler la somme des 
projections sur l’axe vertical de toutes les forces intervenant dans la partie rejetée, et annuler 
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la somme des moments de ces forces par rapport à un point quelconque, par exemple, par rap- 
port à D. En admettant que tous les efforts provoquent la traction, on obtient 


ZY=0, N+N+N-F=0; LM,=0, N=N. 
Ces deux équations ne peuvent pas déterminer trois inconnues. Il faut donc composer une 


équation supplémentaire qui exprimerait la condition de compatibilité (de continuité) des dé- 
formations des éléments du système. 


Fig. 11.36 


Pour composer l’équation de la compatibilité des déformations, il faut représenter le systè- 
me sous la forme déformée et établir (géométriquement) directement à partir du dessin la rela- 
tion entre les déformations des barres (parties) différentes du système. 

Ainsi, après l’application de la charge la poutre BC se déplace en bas tout en restant paral- 
lèle à sa position initiale (par symétrie). Donc, toutes les barres s’allongent de la même façon : 
Al, = Al, = Al. 

Ceci est précisément l’équation de la compatibilité des déformations. D’après la loi de Hooke, 
on a N,/ /(EA) = N,2//(EA), d'où N, = N,/2. 
En portant les valeurs de N, tW; dans l’équation d'équilibre 1, on a 
N,=N,=0,4F, (1) 
N, = 0,2F. (2) 

Les valeurs admissibles de F se trouvent en portant dans ces expressions les valeurs des ef- 
forts normaux admissibles N,,, = A0. 

D'après les égalités (1) et (2) 

Fm = 25 CdmA 5 F'odm = 5 dm: 

Il est clair que des deux charges F, , il faut retenir comme admissible la plus petite, c’est- 
àdire Fi, = F'odm = 25 Cm A- Ainsi, dans notre exemple, la charge admissible est délimi- 
tée par la résistance des barres extrêmes. 

Dans des cas plus compliqués, le calcul des systèmes hyperstatiques par 
la méthode de comparaison des déformations peut présenter certaines diffi- 
cultés et conduire à des résultats incorrects (cf. exemple II.12). 

Il est donc recommandé de calculer les systèmes hyperstatiques à l’aide 
des méthodes plus rigoureuses, telles la méthode des forces ou la méthode 
énergétique fondée sur le principe de la moindre action. 
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Exemple H.12. Déterminer les efforts dans les barres du système (fig. 11.37, a) : 
a = 30°; 8 = 45° ; A, = 3,14 cm’ ; 
A, = 3,14cm? ; 4, = 21,9 cm°. 
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Fig. 11.37 Fig. I1.38 


Solution. Appliquons la méthode énergétique. Coupons une barre, par exemple la barre 
inférieure (fig. 11.37, b). Admettons qu'elle est sollicitée à la traction et désignons l'effort par 
X. 
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Déterminons les efforts dans les barres dus à l’action de l'effort X (fig. 37, c, d): 
LY = N,, sin 30° — Xsin 45° = 0, 
N,x = 1,414 X (traction) ; 
ZX = —1,414 X cos 30° — N,, — X cos 45° = 0, 
N;x = —1,931 X (compression). 
Calculons les efforts dans les barres dus à la charge F (fig. 11.37, e, f): 
LY=N,-sin 30° -F=0, N,;= 2F (traction) ; 
ZX = -N,;cos 30° — N,, = 0, 
Nr = —1,732 F (compression). 


Les efforts globaux : 


N, = 2F + 1,414X ; 
N, = —1,732F — 1,931 X ; 
N,=X. 


L'énergie potentielle de déformation 


1 NA. 1 FGF+1,414XP +139 (1,732F+1,931X) - 120 X?170 
= —- | +] — + : 
2E A, 2E 3,14 3,14 21,9 


Calculons les valeurs de l’effort X à partir de la condition de la moindre énergie potentielle 


de déformation 
dU/daX = 0; 
250,38F + 176,98X + 255,63F + 285,01X + 15,52X = 0, d'où 
X = N,= -—1,059F (compression) ; 
N, =2F + 1,414(—1,059F) = 0,503F ; 
N, = —1,732F — 1,931(—1,059F) = 0,315F. 

Résolvons ce problème par la méthode de comparaison des déformations. En admettant 
que tous les efforts font travailler à la traction, on obtient deux équations d'équilibre (fig. 
11.38, a, b) : 

ZX= -N,cosa-N, — N, cos 8 = 0; 
ZY=-Nsina+N,sins+F= 0. 

Composons l'équation des déformations (fig. 11.38, d). L’articulation B se déplace en B,, 
point de coordonnées ô, et ô. Les déformations des barres étant petites, on peut admettre 
qu'elles sont égales aux projections des déplacements du nœud B, sur les directions initiales 
correspondantes des barres. 

Admettons que l’état déformé est tel que toutes les barres sont allongées, du fait que nous 
avons adopté que toutes les barres travaillent à la traction (fig. 11.38, b). D'après le dessin 
(11.38, d) on voit que 
AI, = BB° = BC, + B°C, = 6, cos a + ô, sin a; 

Al, = BB =5; 
Al, = BB‘ = BD, —- B°"D, = ô cos 8 — ô, sin 6. 


En éliminant 6, et ô, et en passant des déformations aux efforts, on obtient 
2,31N, — 2,732N, + 0,286N, = 0. 
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A ceci il faut ajouter les équations d’équilibre : 
0,865N, + N, + 0,706N, = 0; 
O,5N, — 0,706N, — F = 0. 
En résolvant ces trois équations, on obtient les valeurs correctes : 
N,=0,503F; N,=0,315F; N, = — 1,059F (compression). 
Si nous avions adopté l’état déformé de la figure 11.38, c qui ne correspond pas à l’état de 


contrainte (de forces) adopté, du fait que la troisième barre (inférieure) subit le raccourcisse- 
ment, nous aurions obtenu 
Al, = BB°-= BC, + B°'C, = ô, cos à + 6,sin a; 

Al, = BB = &, ; 


Al, = BB‘ = D,B” - BD, = ô, sin 8 — 6, cos 8. 


En éliminant à et ô,s il vient 
A, /sin « — Al,/sin 8 = (cos &/sin « + cos B/sin 8)AL,, 
ou en l’exprimant en efforts, 
N,l,/(EA sin œ) — N,l,/(EA sin 8) — (cos œ/sin æ + cos B/sin B)N,l,/(EA,) = 0. 
En y portant les valeurs numériques, nous aurions obtenu 
2,31N, — 2,732 N, — 0,286 N, = 0. 
En résolvant cette équation avec les équations d'équilibre, on aurait obtenu les valeurs in- 
correctes des efforts 
N, = 0,4F; N, = 0,458F; N, = —1,14F (compression). 
La situation s'aggrave encore du fait que cette solution semble parfaitement correcte : les 


barres / et 2 sont soumises, comme il se doit, à la traction, et la barre 3, à la compression*. 


Cet exemple montre qu’en résolvant les problèmes hyperstatiques par la 
méthode de comparaison des déformations, il faut toujours veiller à ce que 
l’état de contrainte (de forces) corresponde à l’état déformé. 

Dans l’exemple envisagé on pourrait adopter comme état déformé celui 
de la figure 11.38, c, mais alors il faudrait admettre que l’effort N, de l’état 
de contrainte (fig. 11.38, b) provoque la compression. 

Dans ce cas, on obtiendrait le système d’équations : 

0,865N, + N, — 0,706N, = 0; 
O,5N, + 0,706N, — F = 0; 
2,31N, — 2,732N, .— 0,286N, = 0. 


Sa résolution fournirait les valeurs correctes des efforts : 
N, =0,5093F;N, =0,315F; N, = 1,059F (compression). 


* Les erreurs de ce genre se rencontrent dans certains manuels et recueils des problèmes de 
résistance des matériaux. | 
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Certains systèmes rendent impossible l’adoption d’un état déformé tel 
que toutes les barres subissent l’allongement. Dans ces cas, il vaut mieux 
commencer la résolution du problème par le choix de l’état déformé (fig. 
11.39). Par exemple, on peut adopter l’état déformé de la figure 11.39, a, où 
les barres J et 2 sont allongées, alors que la barre 3 devient plus courte : il 
faut alors retenir un état de contrainte tel que les efforts N, et N, sollicitent 
à la traction, et l’effort N., à la compression (fig. 11.39, b). 


a) 


Fig. 11.39 


D’autres variantes sont également possibles, mais les états déformé et 
de contrainte doivent toujours correspondre l’un à l’autre. Dans le cas con- 
traire, on peut commettre des erreurs analogues à celle de l’exemple II. 12. 


$ 21. Contraintes thermiques et de montage. Réglage artificiel des efforts 
| dans les constructions 


Considérons deux barres, dont la première (fig. I1.40, a) est un système 
isostatique, et la seconde (fig. 11.40, b), hyperstatique. 

Lorsqu'une barre encastrée à l’une de ses extrémités est chauffée de Ar, 
ses dimensions transversales et longitudinales augmentent (fig. 11.40, a). 


Fig. [1.40 


D’après la formule connue de la physique, l’allongement AZ s'écrit 
AL = aAtl, | 


! 
où « est le coefficient thermique de dilatation linéaire. 
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Puisqu'il n’existe pas d’obstacle à l’allongement de la barre, elle ne 
subit aucun effort intérieur. 

Lorsqu'on chauffe de Af une barre encastrée aux deux extrémités (fig. 
11.40, b), à l’intérieur de la barre apparaît un effort de compression interne 
du fait que le deuxième encastrement empêche l’allongement de la tige. 

On en tire la règle générale : dans des systèmes isostatiques la variation 
de la température produit des déformations sans faire apparaître des 
efforts intérieurs ; la variation de la température des systèmes hyperstati- 
ques s'accompagne de l'apparition des efforts intérieurs. Pour déterminer 
ces derniers, appliquons la méthode usuelle de calcul des systèmes hyper- 
statiques. Rejetons en pensée l’un des encastrements, par exemple celui de 
droite. La barre pourrait alors s’allonger de la quantité A/, = œAtl. Mais la 
force de réaction X comprime la barre de la grandeur A/, = X1/(EA). 

Le déplacement réel de la section extrême droite est nul, d’où œAf/ = 
= X1/(EA) et, enfin, 


X = EAaAt ou 0, = X/A = EaAt. (1.57) 


Cette formule n’est vraie que pour une barre de section constante. 

Les contraintes thermiques o, peuvent être très importantes. Pour les 
réduire on prévoit dans les constructions des jeux ou joints de dilatation 
spéciaux. 

En plus des contraintes provoquées par l’action de la température, les 
systèmes hyperstatiques peuvent subir des contraintes produites par le 
montage de la construction résultant des écarts éventuels des barres isolées 
par rapport à la longueur de calcul, dus à l’imprécision de fabrication. 
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Fig. 11.41 


Considérons, par exemple, le système de la figure II.41. Supposons que 
les barres soient fabriquées à partir du même matériau, et l’aire de leur sec- 
tion est la même. Les distances entre les barres sont également identiques, 
c’est-à-dire DB = BC. Supposons que la barre du milieu est de à plus cour- 
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te que l’impose la géométrie de la construction. (Pour la clarté des calculs, 
le segment à ordinairement très petit par rapport à la longueur de la barre, 
est représenté avec une grande exagération.) Afin d’assurer le montage, il 
faut étendre de telle ou telle manière cette barre en rendant ainsi possible sa 
jonction (par exemple, par soudage) à la poutre DBC. Après le montage, il 
peut en résulter dans les barres des efforts et la poutre DBC adoptera la po- 
sition D'B'C’. La longueur des barres extérieures diminuera, c’est-à-dire 
qu’elles subiront des efforts de compression, et la longueur de la barre du 
milieu augmentera de segment OB', ce qui signifie qu’elle 
subira un effort de traction. 

Pour calculer les efforts dans les barres, appliquons la méthode de com- 
paraison des déformations. Les conditions d’équilibre donnent ZM, = 0, 
d'oùN =N,; LY = 0, d'où N, = 2N.. 

La condition de compatibilité des déformations amène 

DD’ = BB = OB - OB, mais DD’ = Al,, OP = 5, OB' = AL, 
donc, Al, = ô — Al, ou N//(EA) = à — N,2//(EA). 

En y portant la valeur de N, = 2N,, on obtient 

N, = ÔEA/(50, N, = 2EA/(59. 


Le signe plus devant N, et N, montre que nos suppositions sur leurs 
directions sont correctes, c’est-à-dire que les barres extrêmes sont compri- 
mées, et celle du milieu, étendue. 

Si maintenant on applique à ce système une charge, par exemple, la 
force F au point B, elle fera subir à toutes les barres la traction (cf. l’exem- 
ple II.11 et la figure 11.36). En sommant ces efforts avec les efforts de mon- 
tage, on obtient | 


N, = 2F/5 - SEA/(Sl); N, = F/5 + 2EA/(51). 


En changeant le jeu à on peut régler artificiellement les efforts et les 
contraintes dans les systèmes hyperstatiques. 

ô peut être choisi tel, par exemple, que les contraintes dans toutes les 
barres du système soient les mêmes. En égalant o, = N,/4 = 0, = N,/A, 
on obtient Ô = F{/(3EA). Dans ces conditions, toutes les trois barres subi- 
ront les mêmes contraintes : 


0, = 0, = 0, = 5F/(154) = 0,33F/A. 


Un système sans réglage des efforts (fig. IL.36) donnerait lieu aux con- 
traintes : pour les barres extrêmes 


0, = 0, = 2F/(54) = 0,4 F/A; 
pour la barre du milieu 
0, = F/(5A) = 0,2 F/A. 
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En comparant ces résultats, on voit que l’extension artificielle de la bar- 
re du milieu permet de diminuer la contrainte de calcul de 0,4 F/A à 
0,33 F/A. 

Ces dernières années, on utilise de plus en plus l’idée du réglage artifi- 
ciel des efforts pour de différentes constructions, surtout pour celles en bé- 
ton armé (béton armé précontraint). 

L’armature précontrainte avant d’être placée dans du béton, après la 
pose et la solidification du béton se dégage des dispositifs de tension et pro- 
duit dans l’élément en béton armé l’état de contrainte inverse à celui que la 
sollicitation provoque en service. Il importe particulièrement pour le béton 
de réduire les contraintes de traction auxquelles il résiste mal. 

En U.R.S.S. et dans d’autres pays on produit actuellement en masse des 
éléments précontraints en béton armé prévus surtout pour la construction 
des ouvrages et des édifices, mais aussi dans une moindre mesure en cons- 
truction mécanique (bâtis de grosses machines-outils, etc.). 


Exemple I.13. Calculer les contraintes produites en été à ; = + 30°C dans les rails en acier 
(de tramway ou de chemin de fer) si ces rails ont été posés sans jeu en hiver à r = —30°C. 
Pour l’acier « = 125 : 107? degré” !; E = 2: 10° MPa. 

Solution. D'après la formule (11.57) on obtient pour A1 = 60°, 9, = 125 x 
x 1077-2107 - 60 = 150 MPa, ce qui ne dépasse pas beaucoup les contraintes admissibles 
de l'acier à bas carbone. 

Exemple H.14, Calculer les contraintes dans le même rail si tous les 10 m on prévoit un jeu 

= 6 mm (fig. 11.42). 


É- f L = 1000cm # 42 


Fig. 11.42 


Solution. Si les rails voisins n’opposaient pas d’obstacle, l’allongement par échauffement 
du rail envisagé serait A/, = alAt. 

La force de réaction X apparue après le rattrapage du jeu (lorsque la longueur du rail sera 
égale à / + A, c'est-à-dire à la distance entre les lignes / et 7) comprime le rail de la grandeur 
Al, = XI/EA) = ol/E. Le dessin montre que Al, = Al, + A. En portant dans cette expres- 
sion les valeurs de A, A/,, et A, on trouve a, = 30 MPa. Par conséquent, un jeu peu grand 
suffit pour réduire sensiblement les contraintes thermiques. On vérifie sans peine que les con- 
traintes o,, sont annulées par un jeu de 7,5 mm. 


$ 22. Concentration des contraintes. Contraintes de contact 


La distribution des contraintes dans la section droite d’une barre tendue 
(comprimée) n’est uniforme qu’à une certaine distance du point d’applica- 
tion de la force et sous la condition que les dimensions transversales de la 
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barre ne changent pas suivant la longueur ou leur changement est très pro- 
gressif. Mais si le contour de la section longitudinale change brusquement 
au droit où la forme prismatique ou cylindrique de la barre est perturbée, la 
distribution des contraintes dans la section droite cesse d’être régulière. Ce 
phénomène de la croissance importante des contraintes au droit du change- 
ment brusque de la forme géométrique de la pièce s’appelle concentration 
des contraintes. La détermination des contraintes au droit de leur concen- 
tration se fait soit par le mode expérimental, soit par les méthodes de la 
théorie de l’élasticité. 

A titre d'exemple la figure II1.43, a visualise la résolution du problème 
pour une large bande à petit trou soumise à une traction lente. La con- 


F 
DATE 6€ [TE 6 
| Ts he 


Fig. 11.43 


trainte maximale o,,, près du bord du trou est trois fois supérieure à la 
contrainte moyenne (nominale) calculée d’après la formule o = F/A. 
Pour une large bande légèrement affaiblie par des rainures demi- 
circulaires suivant les bords, la contrainte maximale est deux fois supé- 
rieure à sa valeur nominale (fig. 11.43, b). 
Le rapport de la contrainte maximale locale à la contrainte nominale 


s’appelle coefficient théorique de la concentration des contraintes 
@, = Onax/0- (11.58) 


Par contrainte zominale on entend la contrainte déterminée d’après les 
formules de la résistance des matériaux sans tenir compte de l’effet de con- 
centration. Par exemple, pour la bande à trou o = F/A, où À est l’aire de 
la section affaiblie. 

Le coefficient théorique de la concentration des contraintes calculé sous 
l’hypothèse qu’en se déformant le matériau observe la loi de Hooke, dans 
de nombreux cas ne décrit pas correctement l’influence de la concentration 
des contraintes sur la résistance de la pièce. Si la loi de Hooke était respec- 
tée par le matériau jusqu’à la rupture, la résistance de la pièce en présence 
de la concentration des contraintes serait de «, fois inférieure à celle d’une 
pièce ne possédant pas de foyers de concentration. D’après les expériences, 
pour la plupart des matériaux, en présence de la concentration des con- 
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traintes la résistance diminue moins que de a, fois. Cette diminution est 
déterminée expérimentalement par le rapport de la charge de rupture o, de 
la pièce sans concentration des contraintes à la charge de rupture Où. _ de la 
pièce possédant le concentrateur de contrainte donné : 


K, = 0/0. (1.59) 


0 


Le coefficient K s’appelle coefficient efficace de concentration des 
contraintes. Ses valeurs sont données par des aide-mémoire. 

Les expériences montrent que sous des charges statiques appliquées aux 
pièces en matériaux plastiques, pratiquement K°, = 1, c’est-à-dire que sous 
de telles charges la concentration des contraintes doit être prise en compte 
seulement dans le cas des pièces en matériaux fragiles ou peu plastiques. 

Sous l’action d’une charge variable (calcul à l’endurance), la concentra- 
tion des contraintes doit etre observée pour tous les matériaux. 

Les contraintes locales élevées apparaissent également au droit de la 
transmission de la pression d’un corps à un autre. Si le contact initial des 
corps a lieu en un point ou suivant une ligne, on dit que la contrainte est de 
contact ; mais si le contact initial porte sur une aire de dimensions finies, il 
est d’usage de dire que c’est une contrainte de compression (fig. II.44). 
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Fig. 11.44 


La déformation des corps en contact fait que le contact ponctuel ou li- 
néaire initial se transforme en contact suivant une petite aire. Suivant l’aire 
de contact la répartition de la pression transmise d’une pièce à une autre est 
irrégulière. 

Le calcul des contraintes de contact et des déformations de contact se 
fait par les méthodes de la théorie de l’élasticité. Ce problème est résolu 
sous des hypothèses suivantes : a) les matériaux des pièces en contact obser- 
vent la loi de Hooke ; b) les dimensions linéaires de l’aire de contact sont 
petites devant les rayons de courbure des surfaces en contact ; c) la force 
comprimante est orientée suivant la normale à l’aire de contact ; d) à la sur- 
face de contact n’apparaissent que les forces de pression normales à cette 
surface. 

Sous ces hypothèses, la théorie de l’élasticité démontre que la distribu- 
tion des forces de pression suivant l’aire de contact est régie par la loi de la 
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surface d’un ellipsoïde et, dans le cas général, l’aire de contact a la forme 
d’une ellipse. La pression est maximale au centre de cette aire. 

Donnons sans les déduire certaines formules relatives aux cas particu- 
liers de la déformation de contact. On admet que les modules d’élasticité 
sont les mêmes pour les corps en contact et que le coefficient de Poisson 
y = 0,3. 

Dans le cas de la pression réciproque de deux sphère élastiques de dia- 
mètres d, et d, (fig. I.45), l’aire de contact qui se forme est circulaire, et 
son rayon a se calcule d’après la formule : 


a = 0,88 VFad,/E(@, + d)]. (11.60) 


La pression maximale et, par suite, la contrainte de compression au 
centre de l’aire de contact sont déterminées par la formule 


o … = 0,62 VFE: [Q@, + &)/(@d)f. (1.61) 


La formule (II.61) est vraie également pour le cas d’une sphère de dia- 
mètre d, reposant sur une surface sphérique concave de diamètre d, (fig. 


Fig. 11.45 Fig. 11.46 


11.46) ; dans ce cas, il convient seulement de prendre d, avec le signe 
opposé. Il en résulte 


a = 0,62 VFE? [(d, — d,)/(d,d.)f. (1.62) 


Par rapport au cas précédent les contraintes obtenues sont plus faibles. 
Lorsqu'il s’agit de la pression d’une sphère sur un plan, les contraintes sont 
déterminées d’après la formule (1.62) où l’on pose que d, est infiniment 
grand: 


On = 0,62 VFE/@. (1.63) 
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Pour les matériaux plastiques le plus de danger présentent les contrain- 
tes tangentielles et non pas normales. Pour notre cas, les contraintes tan- 
gentielles les plus grandes se manifestent au point situé à une profondeur 
égale environ à la moitié du rayon de l’aire de contact. Elles valent 


Fe — 09310. (11.64) 


Pour le contact des corps cylindriques à génératrices parallèles dont on 
admet que la longueur est infiniment grande, la contrainte maximale se cal- 
cule d’après la formule 


Ou = 0,59 VGE (d, + d,)/(,d,), (11.65) 


où g est la charge uniformément répartie suivant la longueur des cylindres. 
En changeant dans la formule (11.65) le signe de d,, on obtient la con- 
trainte dans le cas de la pression exercée par un cylindre sur une surface cy- 
lindrique concave. 
Les contraintes tangentielles sont maximales au point qui repose à la 
profondeur égale à 0,4 a (a est la largeur de l’aire de contact). Elles valent 


Tmax = 0,31 0... 


Pour les autres cas, les formules de calcul des contraintes de contact 
sont données par les aide-mémoire. 

Les formules mentionnées montrent que la relation entre la charge et les 
contraintes de contact est non linéaire. 

Si les dimensions de l’aire de contact sont comparables avec le rayon de 
courbure des surfaces en contact, les formules mentionnées sont inapplica- 
bles. Un tel problème se pose, par exemple, en calculant la pression exercée 
par la surface du corps d’un boulon ou d’un rivet sur la surface cylindrique 
du trou. Dans ce cas la solution théorique est très compliquée, et pour véri- 
fier la résistance du matériau dans la zone de l’aire de contact, on recourt 
ordinairement aux méthodes empiriques approchées. 

Par exemple, pour le calcul des rivets et des boulons, on admet que les 
contraintes sur l’aire de contact (compression localisée) sont réparties uni- 
formément, alors que les contraintes admissibles choisies sur la base des 
données empiriques sont 2 à 2,5 fois supérieures aux contraintes admissi- 
bles à la compression. : 

Ces contraintes s’appellent ordinairement contraintes localisées et non 
pas contraintes de contact, bien que le contact initial entre le rivet et la tôle 
s’établit suivant une ligne. 

Le tableau II.6 donne les valeurs des contraintes admissibles pour cer- 
taines nuances des aciers dans le cas du contact ponctuel initial. 
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Tableau II.6 


Contrainte admissible maximale 
sur l'aire, on MPa 


On voit que les valeurs des contraintes admissibles sont sensiblement 
plus grandes que la limite d’écoulement et même que la charge de rupture. 

Nous montrerons au chapitre VIII que ce n’est que dans le cas des char- 
ges statiques que les contraintes aussi élevées produisent dans les corps en 
contact des déformations plastiques admissibles. 


CHAPITRE UI 


CISAILLEMENT 


$ 23. Généralités 


Si les faces d’un élément ne sont sollicitées que par des contraintes tan- 
gentielles (fig. III.1), l’état de contrainte s’appelle cisaillement pur (cf. éga- 
lement $ 15). Les faces sur lesquelles se manifestent seulement les contrain- 
tes tangentielles sont nommées aires de cisaillement pur. 


[] 


Fig. 11.1 


L'exemple d’un corps dont tous les points sont soumis au cisaillement 
pur est fourni par une barre tordue de section circulaire (cf. dans ce qui 
suit). 

En plus des calculs à la résistance par rapport au cisaillement pur, on 
calcule souvent la résistance par rapport aux contraintes tangentielles indé- 
pendamment des aires auxquelles elles sont appliquées, que ce soit les aires 
de cisaillement pur ou autres aires quelconques. Ces calculs sont dits de ci- 
saillement. L'exemple des accouplements calculés au cisaillement est fourni 
par les rivetages, les boulonnages et les soudages. 

Malgré plusieurs simplifications adoptées, les calculs au cisaillement as- 
surent pratiquement une sécurité parfaitement suffisante. 


$ 24. Etat de contrainte et déformations de cisaillement pur 


En cisaillement pur l’état de contrainte peut être étudié à l’aide des for- 
mules données au $ 16 en y annulant 0, et 0. 
On peut montrer, en particulier, que dans le cisaillement pur les con- 


traintes principales sont égales en valeur mais de signe opposé : Omax = ET 
min 
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c’est-à-dire qu’une contrainte principale est celle de traction et l’autre, de 
compression (fig. III.2). Les deux contraintes principales étant différentes 
de zéro, le cisaillement est un cas particulier de l’état de contrainte biaxial. 

La formule [II.35] entraîne que les aires principales forment avec la di- 
rection des aires de cisaillement pur (fig. III.2) un angle de 45°. En effet, 
pour a, = 9, = 0, on obtient tg 2 , = , donc ÿ, = 45°. 

Examinons maintenant les déformations produites par le cisaillement. 
L'élément KBCD, rectangulaire avant la déformation (fig. IIL.3, a), après 


Gmin“"T z Omaz “T 


Fig. 111.2 


la déformation prend la forme XB'C'D (on admet que la face KD est 
encastrée). 

L’angle +, est appelé déformation angulaire ou angle de cisaillement. 
D’après les expériences, dans des limites définies des sollicitations, de nom- 
breux matériaux donnent lieu en cisaillement à la relation linéaire suivante 
entre les contraintes et les déformations : 


y = 7/G, [O1] 
qui traduit la loi de Hooke au cisaillement. La constante G s’appelle modu- 


le de cisaillement ou module d’élasticité transversale ; il caractérise le pou- 
voir du matériau de résister à la déformation au cisaillement. 


c) 

/ 2 

4 J 
Fig. 111.3 


La relation linéaire entre 7 et y est justifiée jusqu’à ce que les contrain- 
tes tangentielles ne dépassent pas la limite de proportionnalité au cisaille- 
ment. La formule [II.42] entraîne qu’en cisaillement pur la déformation 
volumique v est nulle du fait que o = 7 ;0, = 0; 0, = —7. 

La propriété de parité des contraintes tangentielles permet d’établir fa- 
cilement la propriété de parité des déformations angulaires. En effet, si on 
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fixe la face KD (fig. III.3, a), on obtient pour l’angle de cisaillement 
Y = 7/G. (II.1a) 


En fixant maintenant la face KB” (fig. ILI.3, b), on obtient pour l’an- 


gle y, 
A3 — T/G. (III. 1b) 


Les premiers membres étant égaux, les deuxièmes membres le sont aussi : 
ll = ll. (I. 1c) 


Par conséquent, les déformations angulaires de deux aires réciproque- 
ment perpendiculaires sont égales en valeur et de signe opposé (propriété de 
parité des déformations angulaires). 

Le déplacement de l’élément 7 2 3 4 sous l’effet des déformations linéai- 
res et angulaires est visualisé sur la figure LI.3, d. 

On peut imaginer que d’abord l’élément 7 2 3 4 se déplace comme un 
corps parfaitement rigide en adoptant après avoir tourné de l’angle « la po- 
sition / "2"3 "4". Puis sous l’effet des déformations linéaires les côtés 7 2 et 
4 3 s’allongent et les côtés 7 4 et 2 3 se raccourcissent. Les déformations an- 
gulaires font que les côtés “4” et 43° tournent des angles - égaux en va- 
leur et de signe opposé, de façon que finalement l’élément 7 2 3 4 vient en 
position 4 "1 °"2""3"" (fig. IIL.3, a). 


$ 25. Energie potentielle au cisaillement. Relation entre trois constantes 
élastiques E, G et » 


Calculons l’énergie potentielle au cisaillement. Pour simplifier suppo- 
sons que la face KD de l’élément est fixe (cf. fig. III.3). Alors, lorsque la fa- 
ce supérieure se déplace, la force 7ô dx (où 6 est l’épaisseur de l’élément) ef- 
fectue le travail de déplacement dy. Par conséquent, l’énergie potentielle 
de la déformation accumulée par l’élément est dU = 7ryô dxdy/2. 

L’énergie potentielle spécifique 


u = dU/dV = 7y/2. 
En exprimant y à l’aide de 7 d’après la loi de Hooke (III.1), on obtient 
u = 72/(2G). [O1.2] 


Le facteur 1/2 est pris du fait que la force est directement proportionnelle 
au déplacement. 

D'autre part, l’énergie potentielle peut être exprimée à l’aide des con- 
traintes normales principales. La formule [11.53] de l’état de contrainte 
plan, ce qui est le cas du cisaillement pur, permet d’obtenir en posant a, = 0 


u = (of + 0j — 2vo,0,)/(2E). (UL.3) 
Or en cisaillement les contraintes principales sont o, = Tr ;, 0, = —T; 
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donc, 
u = T(1 + v)E. (ILL.4) 


Puisque l'énergie ne doit pas dépendre de l’orientation des faces de 
l’élément, en égalant les deuxièmes membres des expressions {III.2] et 
[III 4], on obtient 

72/(2G) = r(1 + v)/E. 


On en tire la relation entre le module de cisaillement G et le module 
d’élasticité E 
G = E/f[2(1 + »r)|. [5] 


Pour l’acier le module de cisaillement G = 2:10°/[2(1 + 0,3)] = 
= 8: 10* MPa. 


$ 26. Calculs pratiques de cisaillement 


Considérons les principes des méthodes pratiques de calcul de cisaille- 
ment des rivures et des soudures. Ces principes sont envisagés de plus près 
dans les cours des éléments des machines et des constructions métalliques 
en acier. 

La figure III.4, a représente l’assemblage de deux tôles par rivetage (à 
recouvrement). L’allure de la rupture éventuelle d’un assemblage par rive- 
tage est représentée sur la figure III.4, b. 
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Fig. III.4 


L’assemblage subit la rupture par suite de cisaillement des rivets suivant 
la ligne de contact des tôles. Si chaque rivet est cisaillé suivant un plan, on 
dit que le rivetage est monocisaillé (fig. III.4), si la sollicitation est subie 
suivant deux plans, on dit que l’assemblage est bicisaillé (fig. III.5), etc. 

Compte tenu de grandes difficultés définies par la nécessité de détermi- 
ner l’état de contrainte réel du matériau du rivet dans la zone de rupture, 
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pour simplifier le problème on admet que dans les plans de cisaillement 
agissent seulement des contraintes tangentielles. 

Ensuite une question se pose à savoir : comment se répartit la force F 
entre les rivets isolés, c’est-à-dire les rivets sont-ils sollicités tous de la 


Fig. III.5 


même façon ? D’après les recherches théoriques et empiriques pour les 
rivets (dans le sens de l’action de la force) ce n’est pas le cas. 

Si le rivetage se calcule comme un système hyperstatique en admettant, 
par exemple, que le système principal correspond à la figure IIL.6, alors, 


F 2f x Xs 
f 


Fig. 111.6 


dans les rivets, pour les efforts tranchants Q, = X, — X,, etc., on obtient 
les résultats consignés sur le tableau III.1 (le problème est résolu sous 
l’hypothèse que la surface des tôles rivetées est la même). 

On voit que l’augmentation du nombre de rivets dans la rangée rend 
leur service plus irrégulier. Avec six rivets les forces de cisaillement dans les 


Tableau III. 1 


3 0,353 0,294 0,353 = == _ 0,333 
4 0,29 0,21 0,21 0,29 _— _ 0,25 
: 0,26 0,17 0,14 0,17 0,26 = 0,20 


0,24 0,15 0,11 0,11 0,15 0,24 0,166 


rivets extrêmes (premier et sixième) sont presque 2,5 fois supérieures à cel- 
les qui interviennent dans les rivets du milieu (troisième et quatrième). 
Lorsqu'il s’agit de l’aboutement des éléments à sections droites diffé- 
rentes, le travail des rivets devient plus irrégulier. Les surcharges subies par 
les rivets du côté de la tôle à section droite plus petite sont plus fortes. 
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Toutefois, les expériences montrent que dans le cas d’une charge stati- 
que, les rivets sont cisaillés simultanément. Ceci s’explique par le fait qu’à 
l’instant de la rupture la plasticité du matériau et les jeux établis entre les 
rivets égalisent les efforts subis par ces derniers. 

Mais quand les charges ont'une allure dynamique et vibratoire, l’irrégu- 
larité du travail des rivets doit être prise en considération. 

Résumons : on peut admettre que sous l’action d’une charge statique 
l'effort tranchant dans chaque rivet vaut 


Q = F/n, (IIL.6) 


où Fest la force subie par le rivetage ; n, le nombre de rivets. 

Ensuite, on admet que dans le plan de cisaillement les contraintes tan- 
gentielles sont réparties uniformément, bien que d’après les recherches il 
n’en est pas ainsi. Pourtant, une solution strictement théorique de cette 
question est bien difficile, d’autant plus qu'entre les rivets et les tôles il 
existe des jeux, les tôles entre elles subissent le frottement, etc. D’autre 
part, les rivets se font en acier des nuances les plus plastiques, ce qui vers 
l'instant de rupture rend sous l’effet de la constitution des déformations 
plastiques plus régulière la distribution des contraintes tangentielles. 

En adoptant que la distribution des contraintes tangentielles dans la 
section du rivet est uniforme, on trouve sans peine leur valeur. En compo- 
sant l’équation d’équilibre de la partie sectionnée de l’assemblage, par 
exemple, de la partie supérieure (cf. fig. III.4, b), on obtient 


LX=0, -F+nrA=0, d’où 7 = F/(nA), (III.7) 


où À = rd°/4 est l’aire de la section droite du rivet de diamètre d. 
En utilisant la formule (111.6), on obtient à partir de (III.7) 


T = Q/A. (III.8) 
La condition de la résistance au cisaillement des rivets s’écrit 
T = F/(An) = Q/A < Tr, [1.9] 
OÙ 74m €st la contrainte tangentielle admissible (contrainte de cisaillement 
admissible). 
La formule [III.9] permet de calculer aisément le nombre nécessaire 
de rivets monocisaillés : 


(ILL.10) 


dm” 


n > F/r&/4}r, 


Pour une rivure bi- ou multicisaillée, dans la formule {IIL.9] il faut 
prendre 7 égal au nombre total de cisaillements des rivets placés d’un côté 
de la jonction. 

Le diamètre des trous pratiqués dans les tôles à river est de 0,5 à 1 mm 
plus grand que celui du rivet. Dans les formules de calcul figure le diamètre 
du trou, du fait que dans l’assemblage réalisé le rivet comble pratiquement 
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tout l’espace. Les contraintes tangentielles admissibles sont établies d’habi- 
tude par voie expérimentale, pour élucider l’influence exercée sur la résis- 
tance de l’assemblage pa: la distribution irrégulière des contraintes, des 
ls de frottement, des jeux, etc. Pour le calcul des rivets on adopte 
= (0,6 à 0,8) 0!,,,, où 0!,,, est la contrainte admissible à la traction. 

pe matériaux fibreux (par exemple, le bois) très inhomogènes et aniso- 
tropes, ont, d’après les données expérimentales, une très faible résistance 
au cisaillement dans le sens des fibres. Par exemple, pour le pin on retient 
dans le cas du cisaillement le long des fibres 7,,, = 0,10 

Outre le calcul au cisaillement, les rivures sont calculées à la compres- 
sion localisée. On vérifie les contraintes de compression suivant l’aire de 
contact des tôles assemblées et des rivets. Les projections des aires de com- 
pression localisée sur le plan du dessin sont représentées sur la figure 
IIL.4, a par des lignes doubles. L’aire de compression localisée d’un rivet est 
adoptée égale à À, = dt. 

Dans le cas du rivetage à recouvrement de deux tôles d’épaisseur diffé- 
rente, pour calculer À, il faut prendre {,. Pour un rivetage à couvre- 
joint double (cf. fig. HI.S), il faut entendre par f l’épaisseur des tôles 
assemblées si elle ne dépasse pas 2,, où t, est l’épaisseur d’un couvre-joint. 
Dans le cas contraire (avec 24, < ft), il faut adopter 4, = 2df.. 

On considère que suivant l’aire de compression localisée la contrainte 
est répartie uniformément et la condition de la résistance à la compression 
est exprimée par la formule 


F/(n'’A (II.11) 


con) < O con° 


où 9°, €st la contrainte admissible à la compression ; n”, le nombre de 
rivets. Dans le cas des trous forés ou percés et ensuite alésés. on adopte 
go con = 20 ad 

La formule (11.11) permet de calculer le nombre de rivets nécessaire 


d’après la condition de la résistance à la compression : 


> F/(dt o° (III.12) 


Des deux quantités 7 et ñ7 ‘ on retient celle qui est la plus grande. 

La formule r = Q/A permet également de calculer les soudures, qui 
évincent de plus en plus les rivures. La figure III.7, a représente l’assem- 
blage de deux tôles par joint à clin par cordons frontaux et latéraux. Pour 
le calcul des uns et des autres on considère que la section dangereuse du 
cordon coïncide avec le plan qui passe par la bissectrice mn de l’angle droit 
DBC (fig. III.7, b). Ainsi, pour le cordon frontal l’aire de la section dange- 
reuse est égale à b :- 0,7 K, et pour le cordon latéral, à / : 0,7 k, où k est la 
cathète du cordon ; dans le cas représenté sur la figure III.7, la cathète du 
cordon est égale à l’épaisseur t de la tôle. On admet que suivant la section 
dangereuse Îles contraintes tangentielles sont réparties uniformément. 
Compte tenu des conditions adoptées, la charge admissible du cordon fron- 


cond: 
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tal se calcule d’après la formule 
= b:0,7K7: (III.13) 


où Fo est la contrainte ou au cisaillement d’un cordon de sou- 
dure. 
L’effort admissible d’un cordon latéral 


Fam = L'O7 KT um (II.14) 
Il est clair que pour la résistance de l’assemblage il faut que la résistance 


admissible globale des cordons ne soit pas inférieure à la force subie par. 
l’assemblage 


adm”? 


2F' um + un > F (LL.15) 


En se donnant la dimension de &, cette équation permet de calculer la 
longueur nécessaire des cordons. 


a) 


Frontal 


F 


Fig. 111.7 


Exemple HI.1. Calculer la rivure de deux tôles de même section d'épaisseur ? = 16 mm ren- 
forcées par deux couvre-joints (cf. fig. UI.5) si F = 0,5 MN. Les contraintes admissibles : 
Odm — 160 MPa ; 7,4, = 90 MPa; © on — 320 MPa. 

Solution. Dans notre cas les rivets sont bicisaillés du fait que la rupture de l'assemblage 
n'est possible que si chaque rivet est cisaillé suivant deux plans, le diamètre du rivet étant d = 
= 20 mm = 2:10-° m. Déterminons d’après la formule (III.10) le nombre nécessaire de 
cisaillements : 


F 0,5 - 4 
ETES 
Par conséquent, il faut retenir 9 rivets. Le nombre nécessaire de rivets est déterminé par 
rapport à la compression par la formule (Li. 12) : 


= 17,6 cisaillements. 


F 0,5 
n' ==; ———-— = 5,85 = 6 rivets. 
ida'. 7 o016 + 0,02 : 320 


Le calcul décisif s’est avéré ds au cisaillement. On retient donc 9 rivets de chaque côté du 
joint en trois rangées de trois rivets par rangée (cf. fig. III.5). Choisissons la section de la tôle 
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par calcul à la traction : 
A = Foy, = 0,5/160 = 31,3: 107“ m° = 31,3 cm°. 


On en tire pour une épaisseur { = 1,6 cm la largeur de la tôle : b, = 4/1 = 31,3/1,6 = 
= 19,5 cm. 

A cette largeur active il faut ajouter la largeur des trous 39 = 6 cm pour obtenir la largeur 
totale de la tôle b = 19,5 + 6 = 25,5 cm. Cette largeur suffit parfaitement pour placer trois 
rivets. (La distance retenue entre les centres des rivets est de 34.) L’épaisseur sf, de chaque 
couvre-joint ne doit pas être inférieure à la moitié de l’épaisseur d’une tôle; on choisit r, = 
= 0,8 cm. 

Exemple INI.2. Calculer la soudure pour les données de l’exemple précédent (fig. 111.8). 
Pour les cordons de soudage la contrainte de cisaillement admissible 7,,, = 110 MPa. 


OCT ONE ENTREE TENTE EEE Faÿ5SMN 


Fig. 111.8 


Solution. Puisqu'il faut que la place soit suffisante pour disposer des cordons latéraux, 
prenons le couvre-joint de largeur b, légèrement inférieure à celle de la tôle b,, c'est-à-dire 
b, = b, — 21 = 19,5 — 3,2 = 16,3 cm. Par condition d” égale résistance, l’aire de la section de 
deux couvre-joints ne doit pas être inférieure à l’aire de la section de la tôle, c’est-à-dire 
2b,t, > À. Il s’ensuit que l'épaisseur du couvre-joint : 

1, 2 1,6 * 19,5/(2 : 16,3) = 0,96 cm. 

Retenons f, = 1 cm. Calculons d'après la condition [cf. formule (II.14)] la longueur acti- 

ve des cordons latéraux 


110-4-0,7-k:1, = 0,5. 
Il en résulte avec &£ = l, = 0,01 m 
Î, = 0,162 m = 16,2 cm. 


CHAPITRE IV 


CARACTÉRISTIQUES GÉOMÉTRIQUES 
DE LA SECTION 


8 27. Moment statique de la section 


En poursuivant l’étude de la résistance, de la rigidité et de la stabilité 
nous devons envisager certaines caractéristiques de la section : les moments 
statiques, les moments d'inertie, les couples de réaction. 

On appelle moment statique S, d’une section (d’une figure) par rapport 
à un axe x quelconque (fig. IV.1) la caractéristique géométrique déterminée 
par l’intégrale de la forme 


S, = | }dA, HV.1] 
A 


où y est la distance entre l’aire élémentaire dA et l’axe x. 


. Fig. 1V.1 


L’unité du moment statique est une unité de longueur de puissance 
trois, ordinairement cm?. Le moment statique peut être positif, négatif et, 
dans un cas particulier, nul. Si l’on assimile l’aire à la force appliquée per- 
pendiculairement au plan du dessin, l’intégrale [IV.1] peut être envisagée 
comme la somme des moments des forces par rapport à l’axe x. D’après le 
théorème de la mécanique rationnelle sur le moment de la résultante on 
peut écrire 


X 


S. = Î }ydA = Ay,, (I1V.2) 


A 


où À est l’aire de toute la figure (résultante) ; y,, la distance entre le centre 
de gravité de la figure et l’axe x. 

La formule (1V.2) conduit à la formule de l’ordonnée du centre de gra- 
vité 


Ye = S,/A. [1V.3] 
D'une façon analogue, le moment statique par rapport à l’axe y 
S, = xdA = Ax,, (IV.4) 
A 
d’oi 
S xe = S,/A. [V5] 


Le centre de gravité possède cette propriété qu’un corps reposant sur ce 
point garde son équilibre. 

Les formules (1V.2) et (1V.4) entraînent que si les axes x et y passent par 
le centre de gravité de la figure, le moment statique par rapport à ces axes 
est nul. On dit que ce sont des axes centraux. 

Si une figure peut être présentée sous la forme des figures élémentaires 
isolées (carrés, triangles, etc.) dont la position du centre de gravité est con- 
nue, le moment statique de la figure dans son ensemble peut s’obtenir com- 
me la somme des moments statiques de ces figures élémentaires. Ceci est 
immédiat des propriétés de l’intégrale définie. 

Si une figure possède un axe de symétrie, ce dernier passe toujours par 
le centre de gravité, ce qui fait que le moment statique de la figure par rap- 
port à l’axe de symétrie est toujours nul. 

Dans de nombreux cas au lieu des intégrales simples de la forme [IV.1] 
et (IV.4) il est plus commode de recourir aux intégrales doubles de la forme 


S, = | ydA = (| y dx dy ; [IV.1a] 
A D 

S, = xdA = (| x dx dy ; [IV.4a] 
A D 


Ici D est le domaine d’intégration. 


Exemple IV.1. Déterminer la position du centre de gravité de la section représentée sur la 
figure IV.2, a. 

Solution. Divisons la section en deux rectangles. Traçons des axes auxiliaires x et y. 
D’après les formules [1V.3] et [IV.S] 


x = S,/A = (Aix, + 42x,)/(4, + 4,) = (10-1-0,5 + 4-1-3)/(10 + 4) = 1,2cm; 
Ye = S/A = (Ay, + AA, + 4,)= (10-1-5+ 4-1-0,5)/(10 + 4) = 3,72 cm. 
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Ces coordonnées permettent de repérer le point C, centre de gravité de la section. Il repose 
sur la ligne qui joint les points C; et C, plus près de la figure dont l’aire est plus grande. 


Fig. IV.2 


Exemple 1V.2. Calculer l’ordonnée du centre de gravité du demi-cercie (fig. 1V.2, b). 
Solution. Utilisons la formule 


Ye = S,/A = (| y dx dy/A. 


Calculons le numérateur en appliquant la formule de la circonférence x? + y = R? : 


R  VRi-n R VRI- A 
a 2 
S,= | d ydy= | | = — Ri. 
2 3 
—R 0 -R 0 


Calculons y. compte tenu de À = rR?/ 2: 
Ye = S/A = 4R/G3x) = 0,424R. 


8 28. Moments d’inertie de la section 


On appelle moment d'inertie axial où équatorial la caractéristique géo- 
métrique égale numériquement à l’intégrale : par rapport à l’axe x 


1= [>= [| aa. [TV.6] 


A D 


par rapport.à l’axe y 
ie | x dA = | x dx dy, 


À D 
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où y est la distance entre l’aire élémentaire dA et l’axe x (cf. fig. IV.1) ; x, la 
distance entre l’aire élémentaire et l’axe y ; D, le domaine d'intégration. 

On appelle moment d'inertie polaire de la section la caractéristique géo- 
métrique déterminée par l’intégrale de la forme 


L=1= | #44 = (| p? dx dy, [V.7 


A D 


où p est la distance entre l’aire dA et le point (pôle) (cf. fig. IV.1) par rap- 
port auquel on calcule le moment d'inertie. 

Les moments axial et polaire sont toujours positifs. En effet, indépen- 
damment du signe de la coordonnée de l’aire arbitraire, le terme correspon- 
dant est positif du fait que dans son expression figure le carré de cette coor- 
donnée. 

Le moment d'inertie centrifuge D,, de la section est la caractéristique 
géométrique déterminée par l’intégrale de la forme 


D,, = L, = xy dA = (| xy dx dy, [IV.8] 


À D 


où x, y sont les distances entre l’aire dA et les axes x et y. 
Par unité du moment d'inertie on retient l’unité de longueur de puis- 
sance quatre. 


Fig. 1V.3 Fig. 1V.4 


Le moment d’inertie centrifuge peut être positif, négatif ou, dans un cas 
particulier, nul. 

Si les axes réciproquement perpendiculaires x et y, ou l’un de ces axes; 
constituent l’axe de symétrie de la figure, alors par rapport à ces axes le 
moment d'inertie centrifuge est nul. En effet, pour une figure symétrique 
on peut toujours dégager deux éléments de sa surface (fig. IV.3) tels que 
leurs ordonnées y soient les mêmes et leurs abscisses x égales en valeur mais 
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de signe opposé. En composant la somme des produits xydA de tels élé- 
ments, c’est-à-dire en calculant l’intégrale [IV.8], on obtient zéro. 

On montre sans peine que le moment d'inertie polaire par rapport à un 
point quelconque est égal à la somme des moments d'inertie axiaux par 
rapport à deux axes réciproquement perpendiculaires passant par ce point. 

En effet, d’après la figure IV.1, p? = x? + y. En portant cette valeur 
de p? dans l’expression [IV.7], il vient 


= |oa4s [e+maas [xaas [pas 
À A A A 
Par conséquent, 


L =1 +1. [IV.9] 


$ 29. Relations entre les moments d'inertie par rapport aux axes parallèles 


Déterminons le moment d'inertie d’une figure par rapport à un axe x, 
quelconque (fig. IV.4). 

Supposons que x, soit l’axe central et le moment d'inertie Lo soit connu. 
D’après le dessin, y, = a + y. Donc, 


= |a@+maase(d+2 (+ | pau 
A A A A 


La première intégrale donne l’aire de la section ; la deuxième, qui est le 
moment statique par rapport à l’axe x, central, est nulle. La troisième est le 
moment d’inertie I, de la figure par rapport à l'axe x;. De la sorte, 


k = 1, + A@, [IV.10] 


Le moment d'inertie par rapport à un axe quelconque est égal au 
moment d'inertie par rapport à l’axe central, parallèle à l'axe donné, plus 
le produit de l'aire de la figure par le carré de la distance entre les axes. 

La formule [IV.10] montre que le moment d’inertie par rapport à 
l’axe central est plus petit que le moment d’inertie par rapport à tout axe 
non central parallèle à l’axe central. 

Le moment d'inertie par rapport à l’axe central est dit central. 


$ 30. Moments d'inertie des sections simples 


1. Rectangle (fig. IV.5, a). Calculons le moment d’inertie de la section 
par rapport à l’axe x, passant par le centre de gravité parallèlement à la ba- 
se. Adoptons pour dA l’aire d’une couche infiniment mince dA = bdy. Il 
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vient pre 


»? dy = bhi/12. 


—h/2 


LL. = 


0 

Ainsi, Le, = bh/12. [IV.11] 
On obtient, d’une façon analogue, 

I, = bh/12. (1V.12) 


2. Cercle (fig. IV.5, b). Déterminons d’abord le moment d’inertie polai- 
re par rapport au centre du cercle 


Adoptons pour dA l’aire d’un anneau infiniment mince d’épaisseur dp, 
c’est-à-dire dA = 2xpodo. Alors, 


FE = 2x | p° dp = 4/2. 
0 


Donc, 
= 74/2 = xd/32 = 0,1 À. [TV.13] 
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Maintenant on trouve sans peine /,. En effet, d’après la formule [IV.9] on 
a pour un cercle 7, = 21,, = 21,,, d'où 


L,=1y=1,/2=rt/4 = xd/64 = 0,05.  [IV.14] 


3. Anneau (fig. IV.5, c). Dans ce cas, le moment d'inertie axial est égal 
à la différence des moments d’inertie des cercles extérieur et intérieur 


LL, = ln = rD4/64 — rxd*/64 = 0,05D* (1 — c“), ([V.15) 


où c = d/D. 
D'une façon analogue, le moment d’inertie polaire 


1, = xD /32 — xd'/32 = 0,1D* (1 — c). (IV.16) 


4. Triangle (fig. IV.S, d). Déterminons le moment d'inertie par rapport 
à l’axe x, parallèle à la base passant par le sommet du triangle : 


= | #44. 


À 


Adoptons comme dA l’aire d’un trapèze infiniment mince KBDE. On 
peut admettre que son aire est égale à celle d’un rectangle dA = b, dy, où 
b, est la longueur du rectangle. 

La similitude des triangles permet de tirer aisément b, = }yb/h, d’où 


h 


b bh 
=> p dy = ——. (IV.17) 


0 


Déterminons le moment d’inertie par rapport à l’axe central; à cet effet, 
utilisons la formule [IV.10] : 


bhi bh /2 2 bh 
L=L -Ar= {1h} = — IV.1 
X0 X] 4 2 Ç ) 36 ( 8) 
Calculons le moment d'inertie par rapport à l’axe qui passe par la base: 
bh bh /1 2 bh? 
LL, =1 +AP = + (a) = V. 
ES 36 2 KG 12 nee 


$S 31. Moments d'inertie des figures complexes 


Le moment d'inertie d'une figure complexe est égal à la somme des mo- 
ments d'inertie de ses parties constitutives : 


ARE EE CEE TE (IV.20) 
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Ceci est immédiat des propriétés de l’intégrale définie 


[raz fra [raus... 


où À = À, + À, +... 

Ainsi, pour calculer le moment d’inertie d’une figure complexe il faut la 
diviser en plusieurs figures simples, calculer les moments d’inertie de ces 
dernières, puis sommer les moments d’inertie ainsi obtenus. 

Le théorème considéré est également vrai pour le moment d’inertie cen- 
trifuge. 

Les moments d’inertie des sections des profilés (en H, en U, cornières, 
etc.) sont donnés par les tableaux des normes. 


$ 32. Variation des moments d’inertie pendant la rotation des axes 


Cherchons la relation entre les moments d’inertie par rapport aux axes 
x, y et les moments d’inertie par rapport aux axes x;, y, tournés d’un angle 
a (fig. IV.6). Supposons que 7, > I, et l’angle « positif est compté à partir 
de l’axe x dans le sens antihoraire. 


Fig. IV.6 


Pour résoudre ce problème, établissons la relation entre les coordon- 
nées de l’aire dA par rapport aux axes initiaux et aux axes tournés. D’après 
le dessin, 

x, = OC = OE + EC = OE + DF = OD cos a + DB sin & = x cos a + 
+ y Sin @, (IV.21) 


y, = BC = BF - DE = y cos a — x sin a. (IV.22) 


Maintenant déterminons les moments d'inertie par rapport aux axes x, et 
}, : 


L, = | y dA = (y cos & — x sin æ«} dA = 


A A 
= y? cos? x dA — 2 | xy sin æ cos æ dA + x? sin? « dA 
À À A 
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Mg Le, = 1, cos? à + 1, sin? œ — 2D,, sin æ cos « ; (1V.23) 


d’une façon analogue, 
1, = | (x cos & + y sin a} dA = 


A 
= 1, sin? œ + I, cos?@ + 2D,, sin @ cos a, (IV.24) 


D:n = (x cos œ + y sin æ)}(y cos œ — x sin æœ) dA = 
A 


= I, sin 2æ/2 — I, sin 2æ/2 + D,, cos 2a. (1V.25) 
En additionnant (1V.23) et (1V.24), on obtient 
LL +, =L+L=z. (IV.26) 
En retranchant (1V.23) de (1V.24), il vient 
Le, — db, = G — 1) cos 2x — 2D,, sin 2a. (IV.27) 


La formule (1V.26) montre que la somme des moments d'inertie par 
rapport aux axes réciproquement perpendiculaires quelconques ne change 
pas avec leur rotation. La formule (I1V.27) peut être utilisée pour le calcul 
du moment d’inertie centrifuge par rapport aux axes x et y d’après les mo- 
ments d'inertie axiaux connus par rapport aux axes x, } et x,, y.. 


8 33. Axes d’inertie et moments d’inertie principaux 


Lorsque l’angle æ change, Z,, 1, et D,, changent également. Cher- 
chons la valeur de l’angle pour léquel les valeurs de J,, et 1, sont extréma- 
les. A cet effet, calculons la dérivée première de I, ou 1, par rapport à æ et 
annulons-la 


di, /da = —21, cos a, sin a; + 21, sin a, cos a, — 2D,, cos 2« = 0 
ou 
(Z, — 1) sin 2œ, — 2D,, cos 2a, = 0, 
d’où 
t8 2a, = 2D,,/(, — 1). [IV.28] 
Cette formule détermine la position de deux axes dont le moment d’i- 
nertie axial est maximal pour l’un et minimal pour l’autre. Ces axes sont dits 
principaux. Les moments d'inertie par rapport aux axes principaux sont 


dits principaux. Les valeurs de ces derniers se calculent d’après les formules 
(1V.23) et (IV.24) en y portant a, tiré de la formule [IV.28], tout en utili- 
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sant les formules connues de la trigonométrie pour les fonctions des angles 
doubles (cf. $ 16). 

Après des transformations on obtient la formule des moments d'inertie 
principaux : 

J _Lth lip [IV.29] 
mn 2 2 * ? 7 | 

D’après sa structure cette formule est analogue à celle des contraintes 
principales (11.36). 

En analysant la dérivée seconde d2Z, /d, on peut établir que dans le 
cas considéré (7, > 1,) le moment d’inertie est maximal (7...) par rapport à 
l’axe principal tourné d’un angle a, par rapport à l’axe x, alors qu’il est mi- 
nimal par rapport à l’autre axe perpendiculaire. Dans la plupart des cas la 
configuration des sections montre lequel des axes principaux correspond au 
moment d’inertie maximal. 

Les moments d’inertie principaux peuvent être également déterminés, 
en plus de la formule [IV.29], par les formules (1V.23) et (1V.24). Il devient 
alors évident lequel est l’axe principal au moment d’inertie maximal et le- 
quel est au moment d’inertie minimal. 

Montrons maintenant que par rapport aux axes principaux le moment 
d'inertie centrifuge est nul. En effet, en annulant D, d'après la formule 
(1V.25), on obtient 


[(Z, — 1,)/2] sin 2a, + D,, cos 2a, = 0, 


d’où pour tg 2a, on obtient encore la formule [IV.28]. 

De la sorte, on appelle axes principaux les axes jouissant des propriétés 
suivantes : 

1. Par rapport à ces axes le moment d'inertie centrifuge est nul. 

2. Par rapport à ces axes les moments d’inertie ont des valeurs extréma- 
les (maximale pour l’un et minimale pour l’autre). 

Les axes principaux qui passent par le centre de gravité de la section 
sont dits centraux principaux. 

Dans de nombreux cas leur position est déterminée d’emblée. Si la figu- 
re possède un axe de symétrie, cet axe est l’un des axes centraux principaux, 
le deuxième axe passe par le centre de gravité de la section perpendiculaire- 
ment au premier. Ceci résulte du fait que par rapport à l’axe de symétrie et 
à un axe quelconque qui lui est perpendiculaire, le moment d’inertie centri- 
fuge est nul. 

En utilisant les formules (1V.23) à (1V.25) on peut montrer que si deux 
moments d’inertie centraux principaux de la section sont égaux entre eux, 
tout axe central de cette section est principal et tous les moments d’inertie 
centraux principaux sont identiques (cercle, carré, hexagone, triangle équi- 
latéral). _ 


; sn 


En effet, supposons que pour une section quelconque les axes x et y 
soient les axes centraux principaux et, de plus, 7, = 7, Alors, les formules 
(1V.23) et (1V.24) entraînent que Z = 1,=1, =1,,et les formules (I1V.25) 
montrent que pour une telle figure D,,y, = 0, c’est-à-dire que les axes x, et 
Y, quelconques sont les axes d’inertie centraux principaux. 


$ 34. Relation entre les moments d'inertie centrifuges 
par rapport à deux systèmes d’axes parallèles 


Supposons que les axes x,y, soient des axes centraux (fig. IV.7) et le 
moment d'inertie D, soit connu. Cherchons le moment d’inertie centrifu- 
ge par rapport aux axes x, et y,. D’après le dessin 


X =X +b;:y, = +a. 


Donc, . , 
D,,y, = | X, }, dA = | ( + b)O, + a) dA = 
À A 
= | XoYo dA +0 | Yo dA +a| Xo dA + | ab dA (IV.30) 
À À A À 
ou 


Den = Day, + Ab. [IV.30a] 


La deuxième et la troisième intégrales du deuxième membre de l’égalité 
(1V.30), qui sont des moments statiques par rapport aux axes centraux, 
sont nulles. 


À 


IX = 


4; 


Fig. 1V.7 


Fig. IV.8 


Ainsi, le moment d'inertie centrifuge par rapport au système d’axes ré- 
ciproquement perpendiculaires, parallèles aux axes centraux est égal au 
moment d'inertie centrifuge par rapport à ces axes centraux plus le produit 
de l'aire de la figure par les coordonnées de son centre de gravité par rap- 
port aux axes nouveaux. 
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Si les axes x, et y, sont les axes centraux principaux, alors, par rapport à 
ces axes D,, = 0 et la formule [IV.30a] devient plus simple 


D, = Aab. (IV.31) 


Pour une figure complexe composée de x figures simples 


Den = D Aab, (1V.32) 
] 


(à condition que les axes centraux propres de chaque figure soient des axes 
principaux). 


Exemple I1V.3. Calculer le moment d'inertie centrifuge d’une cornière 100 x 100 x 10mm 
par rapport aux axes centraux x, et y, (fig. IV.8). 

Solution. Utilisons la formule (1V.25) et déterminons le moment d'inertie centrifuge 
d’après les moments d'inertie par rapport aux axes centraux principaux x, et y, tirés des 
tableaux des normes : 


LD) = 284cm° = 284-107 m°, 1, = 74,1cm° = 74,1-107°m'; 


y — Iyg) sin 2a 


Dir, F 2 Li DS 


cos 2. 

X ©t , étant des axes centraux principaux (x, est l’axe de symétrie de la figure), le moment 
d'inertie D, , est nul. L’angle « = — 45° du fait que les axes x, et y, par rapport auxquels 
on calcule le momerit d'inertie centrifuge sont tournés dans le sens horaire par rapport aux 
axes x, et },. Donc, 


284 — 74,1 


= Û— = — 4 = — . -8 4 
Din = (—1) 104,95 cm 104,95 : 10° m. 


Exemple I1V.4. Calculer les moments d'inertie centraux principaux de la section de la figure 
1V.9. 

Solution. 1. Déterminons les coordonnées du centre de gravité et à cet effet traçons les axes 
auxiliaires x, et y,, puis divisons la section en deux figures, dont le profilé en U Jet la cornière 
II, pour lesquels toutes les données nécessaires sont fournies par les tableaux des normes 
(tableau IV.1). 

Les coordonnées du centre de gravité de la section sont déterminées d’après les formules 


Xo = (A4,x, + A,x)/(A, + À) ; 
Jo = (As, + 43»2)/(4, + A4), 


où À, est l'aire de la première figure (profilé en U) s X), la distance entre l’axe y, et le centre de 
gravité du profilé en U (ici X, = 8,0 — 2,28 = 5,72 cm, où 8,0 cm est la largeur de l’aile du 
profilé en U et z, = 2,28 cm, la distance entre le centre de gravité du profilé en U et l’âme) ; 
À, l'aire de la section de la cornière ; X;, la distance entre le centre de gravité de la cornière et 
l'axe y, : x, = 8,0 + 2,83 = 10,83 cm. 

La distance entre l’axe x, et le centre de gravité du profilé en U est égale à y, = 10 cm, 
puisque la hauteur du profilé en U est de 20 cm ; la distance entre l’axe x, et le centre de gravité 
de la cornière est égale à y, = 2,83 cm. En portant dans les formules les valeurs numériques, 
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on obtient 


25,2 : 5,72 + 19,2 : 10,83 


Xp = ——— = 7,93cm; 
25,2 + 19,2 
25,2 + 10 + 19,2 :- 2,83 
M = + = 6,9 cm. 
25,2 + 19,2 


D'après ces données repérons le point ©, centre de gravité de la section, et traçons les axes 


centraux auxiliaires x ct y. Alors © doit reposer sur la ligne reliant les centres de gravité du 
profilé en U et de la cornière. 


Tableau IV. 1 


Position Moments d'inertie par 
du centre |rapport aux axes centraux 
de gravi- propres, cm 

tez,. cm 


Figure 


horizontal | vertical 


Profilé en U N 20* 25,2 2,28 1670 139 
Corniere 100 x 
x 100 x 10 19,2 2,83 179 179 


2. Calculons les moments d'inertie par rapport aux axes x et y : 
” bu == 1 
L=R+É;: 1=8R+1. 


Pour calculer le moment d'inertie Z_ du profilé en U par rapport à l'axe x utilisons la for- 
mule [1V.10)] : 


ll = 1670 + 25,2(+3,10) = 1912 cm° = 1912: 107 m°, 
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où 4. = 1670 cm* = 1670 : 107 m“ est le moment d'inertie du profilé en U par rapport à 
l’axe central propre x ‘; À = 25,2 cm?, l’aire de la section du profilé en U : a, = 10 — 6,90 = 
= 3,10 cm, la distance entre l’axe x et le centre de gravité du profilé en U (prise avec le signe 
plus, le centre de gravité du profilé en U se trouvant plus haut que l’axe x). 

D'une façon analogue, le moment d'inertie de la cornière par rapport à l’axe x: 


FT = 179 + 19,2(— 4,07) = 497 cm* = 497: 10-# m', 


où Z,.. = 179 cm* = 179: 107* m* est le moment d'inertie de la cornière par rapport à l'axe 
central propre x ‘’; À = 19,2 cm?, l’aire de la section de la cornière: a, = 2,83 — 6,90 = 
= —4,07 cm, la distance entre l’axe x et le centre de gravité de la cornière. Le signe moins est 
pris du fait que le centre de gravité de la cornière se trouve plus bas que l’axe x. Le moment 
d'inertie global de la section par rapport à l’axe x vaut 


1, = 1912 + 497 = 2409 cm* = 2409 : 107 # m‘. 


Le moment d'inertie de la section par rapport à l’axe y se calcule exactement de la même 
façon. 
Pour le profilé en U 


h = 139 + 25,2(—2,213 = 262,5 cm* = 262,5 - 10-# m*, 


où b, = 5,72 — 7,93 = —2,21 cm est la distance entre l'axe y et le centre de gravité du profilé 
en U. Le signe moins est retenu du fait que le centre de gravité se trouve à gauche de l’axe y. 
Pour la cornière, 


[M = 179 + 19,2 (2,9Y = 340,5 cm* = 340,5 - 107 * m°, 


où b, = 8 + 2,83 — 7,93 = 2,90 cm est la distance entre l’axe y et le centre de gravité de la 
cornière. 
Le moment d'inertie global de la section par rapport à l’axe y est 


1, = 262,5 + 340,5 = 603 cm“ = 603 - 107$ m‘. 


Calculons le moment d'inertie centrifuge par rapport aux axes x et y. A cet effet, utilisons 
la formule [1V.30a]. Le profilé en U possédant un axe de symétrie horizontal x”, les axes cen- 
traux propres du profilé x ‘et y ” sont les axes principaux ; donc, pour le profilé le premier ter- 
me de la formule [1V.30a] est nul. 

Pour la cornière les axes centraux propres sont parallèles aux axes x et y, c’est-à-dire que 
les axes x ‘” et y ‘” ne sont pas principaux ; il s'ensuit que pour la cornière le premier terme de 
la formule [1V.30a] n’est pas nul. Il convient de le calculer de la même façon qu’il en a été 
dans l'exemple IV.3. On y a obtenu D... = — 104,95 cm“. Donc, le moment d'inertie centri- 
fuge de toute la section est 


D,, = 25,2(+3,10)(— 2,21) — 104,95 + 19,2 (—4,07X2,90) = 
= —172,0 — 104,95 — 225 = — 501,9 cm* = — 501,9 : 1075 m“. 
3. Déterminons d’après la formule [1V.28] la position des axes principaux : 
t8 2a, = 2D,,/(, — 1,) = 2(—501,95)/(603 — 2409) = 0,555 ; 
2a, = 29°03'; a) = 14°31°30 ". 
Portons cet angle en le comptant dans le sens antihoraire et menons les axes centraux princi- 
paux X et Y. Si tg 2a, et a, s’obtenaient avec le signe moins, les axes centraux principaux se- 


raient tournés par rapport aux axes x et y dans le sens horaire. 
4. Calculons d’après la formule [1V.29] les moments d'inertie centraux principaux : 


2409 + 603 1 
= ———— + V(2409 — 603} + 4- 501,952 = 1506 + 1030. 
min 2 2 
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Donc, 


= 4 : —8 4. _ 4 — .1n7-8 m4 
Lux = 2536cm°* = 2536-107%m*; /, = 476cm* = 476- 107% m°. 


Etant donné que /, > 1, Zest maximal par rapport à l'axe principal X et minimal par rapport 
à l’axe }. 

Pour vérifier utilisons les formules (1V.23) et (I1V.24) : 

1, = 2409: 0,937 + 603 : 0,0625 + 501,95 : 0,485 = 2536 cm° 


1, = 2409 -0,0625 + 603 : 0,937 — 501,95 : 0,485 = 476 cm“ 
où cos'x = 


2536 : 107% m“ : 
476 : 107$ m*, 


cos®(14°31°30°") = 0,968? = 0,937 ; sin? æœ = sin? (14°31°30°°) = 
= 0,25? = 0,0625: sin 2œ = sin 29°03’ = 0,485. 


Exemple IV.5. Calculer le moment d'inertie centrifuge d’un triangle rectangle par rapport 
aux axes x et ÿ, x, €t Jo (fig. IV.10). 


Fig. 1V.10 


Fig. IV.11 


Solution. Le moment d'inertie centrifuge se calcule à l’aide de l’intégrale double : 


D,, = | Loc 


L'équation de la droite OB : y = hx/b ; donc 


b Ax/b 
= — h2}2 
De frs y dy = b°h*/8. 
0 0 


Le moment centrifuge par rapport aux axes centraux x, et y, se calcule d’après la formule 


CR hf 2, :) Er 
Digo © D — Ad = (=? 3. 72. 
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La solution de cet exemple en intégrales simples serait de la forme : 


où x et y sont les coordonnées de l'aire élémentaire dA. 
Pour aire élémentaire on adopte l’aire de la colonne hachurée (fig. 1V.11) dA4 = y dx. 
La distance entre le centre de gravité de cette colonne et l’axe x est égale à y/2. Avec y = 
= hx/b on obtiendrait alors l'intégrale : 


D 1(., | Eh 
D,, = dr PT * dx =—— 
° 0 0 


CHAPITRE V 


TORSION* 


8 35. Construction des diagrammes des moments de torsion 


Une barre subit une torsion si ses sections droites sont sollicitées par des 
moments de torsion, c’est-à-dire par les moments qui reposent dans le plan 
de la section. Ordinairement les moments de torsion T apparaissent sous 
l’action des moments extérieurs 7, (fig. V.1). Les moments extérieurs sont 
transmis à l’arbre généralement au droit où il porte les poulies, les engrena- 
ges, etc. Toutefois, l’effort tranchant déplacé par rapport à l’axe de la 


Fig. V.2 


barre donne également lieu aux moments de torsion (fig. V.2), mais dans 
ces cas les sections droites subissent également d’autres efforts intérieurs 
que sont les efforts tranchants et les moments fléchissants. 

Les barres entraïînées en rotation et soumises à la torsion s’appellent 
arbres. < 

Au lieu de la représentation axonométrique nous employerons la repré- 
sentation plane qui est plus simple. Les moments de torsion extérieurs et 
intérieurs sont visualisés par des lignes munies de deux ronds dont l’un ren- 
ferme un point pour désigner l’origine de la flèche pointée vers nous, et 


* Dans le présent chapitre nous décrivons le calcul à la torsion sous l’action d’une charge 
statique. Le calcul des arbres sollicités par des moments variables dans le temps (calcul à 
l'endurance) est examiné au chapitre XII. 
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l’autre, une petite croix, pour désigner l’extrémité de la flèche pointée dans 
le sens contraire, c’est-à-dire à partir de nous (fig. V.3). 

Pour calculer les moments de torsion T engendrés dans les sections de 
l’arbre par l’action des couples extérieurs ou de l’effort tranchant, appli- 
quons la méthode des sections. Pratiquons en pensée la coupe de la barre 
(fig. V.3), par exemple suivant a—a, rejetons une partie, dans notre cas la 
partie gauche, et considérons l’équilibre de la partie droite restante. 

Remplaçons l’interaction des parties de la barre par le moment de tor- 
sion 7 qui équilibre le couple extérieur 7. Pour l’équilibre de la partie sec- 
tionnée, il faut que la somme algébrique de tous les moments que subit 
cette partie soit nulle. Il s’ensuit que T = T7... Si la partie sectionnée subit 
plusieurs moments extérieurs, des raisonnements analogues montrent que 
le moment de torsion dans la section est égal numériquement à la somme 
algébrique des moments de torsion extérieurs appliqués d’un côté de la sec- 


tion. 
le 
T 
© (e) 
T 


Fig. V.3 Fig. V.4 


Pour visualiser la distribution et la variation des moments de torsion le 
long de la barre, on établit des diagrammes. Leur construction est parfaite- 
ment analogue à celle des diagrammes des efforts normaux dans le cas de la 
traction ou de la compression. Pour construire les diagrammes il faut s’en- 
tendre sur la règle des signes. Dans le cas des moments de torsion il n’existe 
pas de règle universellement reconnue. On peut donc retenir une règle quel- 
conque. Il importe seulement de ne pas s’en écarter pendant l’établissement 
du diagramme considéré. 

Adoptons la règle (fig. V.4) suivant laquelle le moment de torsion dans 
la section a—a est positif lorsque le moment extérieur tourne la partie sec- 
tionnée dans le sens antihoraire si on regarde cette partie du côté de la sec- 
tion. Mais si le moment extérieur tourne la partie rejetée dans le sens horai- 
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re (lorsqu’on la regarde du côté de la section), le moment de torsion est 
considéré comme négatif. 

Explicitons la construction du diagramme de torsion sur l’exemple sui- 
vant (fig. V.5). Examinons l’arbre CD qui repose sur les paliers B et À en 
équilibre sous l’action des moments appliqués aux sections E, K et L. En 
pratiquant la section a—a quelque part dans le tronçon DL et en considé- 
rant l’équilibre de la partie droite rejetée, nous voyons que 7 = 0. Si nous 


JO, N-m JON m 20kN-m 
C D D a 


put 
NT 


LS" 


sa 
(NUE 


J0kN-m 
Fig. V.5 


réalisons ensuite la section b—b en un endroit quelconque du tronçon LK, 
la condition d’équilibre de la partie droite par rapport à la section permet 
d’obtenir 7 = 20 kN : m. 

Admettons que conformément à la loi des signes adoptée le moment est 
positif. En pratiquant la section c—<c dans le tronçon KE, nous obtenons à 
partir de la condition d’équilibre de la partie droite 20 — 30 — T = O, 
d’où T7 = —10 kN - m. 

Le diagramme obtenu a la forme de deux rectangles. Il importe de noter 
qu'aux points d’application des moments extérieurs les ordonnées du dia- 
gramme changent en saut de la grandeur du moment extérieur appliqué en 
cet endroit. 

Si l’on donne les efforts tranchants qui provoquent la torsion de la bar- 
re (cf. fig. V.2), on calcule au préalable les moments de torsion extérieurs 
créés par ces forces. Dans le cas représenté sur la figure V.2 le moment de 
torsion extérieur dû à la force Fest T, = Fr. Après le calcul des moments 
extérieurs, nous déterminons les moments de torsion intérieurs et construi- 
sons des diagrammes de la façon indiquée dans ce qui précède. 


$ 36. Détermination des contraintes subies par les barres à 
à section droite circulaire 


Les moments de torsion décrits précédemment ne sont que les résultan- 
tes des forces intérieures. En fait, une section droite sollicitée à la traction 
subit des contraintes tangentielles intérieures à action continue, que nous 
allons soumettre à l’étude. 
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Voici d’abord les résultats des expériences. Si à la surface d’une barre 
de section circulaire on trace un réseau rectangulaire, après la déformation 
(fig. V.6) : 

1) le réseau rectangulaire se transforme en un réseau de parallélogram- 
mes qui témoigne de la présence des contraintes tangentielles dans les sec- 
tions droites, et d’après la loi de parité des contraintes tangentielles, égale- 
ment dans les sections longitudinales ; 


Fig. V.6 


2) les distances entre les cercles, par exemple entre Z et ZZ, ne changent 
pas. La longueur de la barre et son diamètre ne changent pas. On suppose 
donc, que chaque section droite tourne dans son plan d’un certain angle 
comme un ensemble rigide (hypothèse des sections planes et rigides), on tire 
de cette hypothèse que les rayons de toutes les sections droites tournent 
d’un angle égal tout en restant rectilignes. 

En vertu de ce qui vient d’être dit, on peut admettre qu’en torsion les 
sections droites d’une barre ne sont sollicitées que par des contraintes tan- 
gentielles, c’est-à-dire que l’état de contrainte aux points de la barre soumi- 
se à la torsion est un cisaillement pur. 

Les formules obtenues à partir de cette hypothèse sont confirmées par 
l’expérience. Le point D se déplace suivant l’arc DD’, le point ©, suivant 
Parc CC” (fig. V.7). 

Pour établir la loi de distribution des contraintes tangentielles suivant la 
section droite d’une barre soumise à la torsion (fig. V.6 et V.8), examinons 
de plus près ses déformations. La figure V.8 représente à une plus grande 
échelle la partie de la barre entre les sections Z et Z7 et montre le côté XN de 
l’élément XLMN (cf. fig. V.6). 

L’angle de cisaillement de l’élément XLMN qui repose à la surface de la 
barre est égal au quotient du segment NN ” par la longueur de l’élément dz 
(fig. V.8) : 


Ymax = / dÜ/dz. (V.1) 
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En extrayant en pensée de la partie envisagée de la barre un cylindre de 
rayon arbitraire 9 et en reprenant les mêmes raisonnements, on obtient 
l’angle de cisaillement de l’élément à la distance » de l’axe : 


y = o dÜ/dz. (V.2) 
En vertu de la loi de Hooke, on a pour le cisaillement 
T = Gy = Gpdÿ/dz. (V.3) 


On voit qu’en torsion la déformation de cisaillement et les contraintes 
tangentielles sont directement proportionnelles à la distance jusqu'au cen- 
tre de gravité de la section. 


of, 


Fig. V.7 Fig. V.8 


Le diagramme des contraintes tangentielles suivant la section droite de 
la barre est représenté sur la figure V.7 à droite. 

Au centre de gravité d’une section circulaire les contraintes tangentielles 
sont nulles. Elles sont maximales aux points de la section voisins de la sur- 
face de la barre. 

En connaissant la loi de distribution des contraintes tangentielles, on les 
calcule facilement à partir de la condition que le moment de torsion est la 
résultante du moment des contraintes tangentielles subies par la section 


T = Tp dA, (V.4) 


À 


où 7p dA est le moment de torsion élémentaire des forces intérieures appli- 
quées à l’aire dA. 

En portant dans (V.4) la valeur des contraintes d’après la formule 
(V.3), on obtient 


do 
T=G— 
| pas (V.5) 
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En tenant compte que 


PdA= 1, (v.6) 


A 


où L est le moment d'inertie polaire de la section, il vient 


dû/dz = T/(GI,). (V.7) 
En portant la valeur de dÜ/dz dans la formule (V.3), on a 
T = Tp/I,. (V.8) 


Dans le cas particulier où la barre subit seulement un moment de tor- 
sion extérieur 7, (fig. V.9), on obtient à partir de la condition d’équilibre 
de la partie sectionnée : T = T. 


Ainsi, la formule définitive des contraintes tangentielles en torsion s’é- 
crit 

T = To/f,. [V.9] 

Cette formule montre qu’aux points équidistants du centre de la section 


les contraintes 7 sont égales. 
Les contraintes sont maximales aux points du contour de la section 


Tonax = Tr/£, = 7/ W,, (V.10) 
où 
W = 1/7 (V.11) 


La caractéristique géométrique W, est le couple de résistance polaire ou 
le couple de réaction à la torsion. 
Pour une section circulaire pleine, on a 


W == = — = 0,2. [V.12] 
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Pour une section annulaire, 


21 x (D — “À xD? 
mn Dm = 6 0 — À) = 0,2D3 (1 — c), (V.13) 
où c = d/D. 
La condition de la résistance statique de l’arbre à la torsion est de la for- 
ds Toaax = T/W € Tiim- [V.14] 
Ici 74m est la contrainte tangentielle admissible. 


Sous l’action d’une ctiarge statique on adopte (sans tenir compte de la 
concentration des contraintes et d’autres facteurs qui altèrent la résistance) 
Tadm = (0,5 à 0,6)o,4- 

En plus de la vérification à la résistance, les autres quantités étant con- 
nues, on peut également d’après cette formule choisir le diamètre de l’arbre 
ou calculer le moment de torsion admissible. 

Si on tient compte que pour une section circulaire pleine W = 0,2, il 


vient 
d = VT/O,2rgn) = 1,72 VT/Tgn. (V.15) 


D’après cette formule on calcule le diamètre de l’arbre à partir de la 
condition de la résistance. 

Le moment de torsion rendu admissible par les conditions de la résis- 
tance est déterminé d’après la formule 


Tim = W, Taëm- (V.16) 


Les contraintes tangentielles interviennent non seulement dans les sec- 
tions droites de la barre, mais aussi, en vertu de la loi de la parité des con- 
traintes tangentielles, dans ses sections longitudinales (fig. V.10). 


T max 


Fig. V.10 Fig. V.11 


Pour ce qui est des sections obliques, elles subissent aussi bien les con- 
traintes normales que tangentielles. Ces contraintes peuvent se calculer 
d’après les formules du chapitre II. 
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Les contraintes qui présentent le plus grand intérêt sont les contraintes 
principales. Pour les calculer on peut recourir à la formule (11.36) en y po- 
sant o, = 0, = 0. On établit de cette façon que 0, = o,,, = 7 et o, = 
= On = —7, la première étant une traction et la deuxième, une compres- 
sion. La formule [11.35] permet de calculer l’angle d’inclinaison des aires 
principales : &«, = 45° et à; = 135° (fig. V.11, a). 

Les expériences montrent que les matériaux fragiles, par exemple, la 
fonte, sollicités à la torsion, rompent suivant un plan (plus exactement sui- 
vant une surface hélicoïdale) incliné à l’axe de l’arbre à 45° (fig. V.11, b), 
c’est-à-dire suivant les plans subissant des forces de traction maximales. 

Par conséquent, en torsion tous les points de l’arbre, sauf ceux de son 
axe (où, en général, les contraintes ne se manifestent pas), subissent l’état 
de contrainte biaxial ou le cisaillemer, pur. En torsion le matériau près de 
la surface de l’arbre est sollicité plus fort que près de l’axe. Ainsi, l’état de 
contrainte n'est pas homogène. Si on soumet à la torsion un tube à parois 
minces, on peut admettre que pratiquement tous les points de ses parois su- 
bissent des contraintes égales, c’est-à-dire que dans ce cas l’état de con- 
trainte est homogène. Les essais à la torsion de tels tubes sont généralement 
utilisés pour l’étude du cisaillement pur et, notamment, pour l’établisse- 
ment de la limite d’écoulement 7, au cisaillement. 


$ 37. Déformations et déplacements des arbres en torsion 


Pour déterminer les déformations d’un arbre soumis à la torsion appli- 
quons la formule (V.7) : 


dÿ = T dz/(GI,). (V.17) 


La déformation de l’arbre sur la longueur z (angle de rotation récipro- 
que des sections) vaut 


5 = | T dz/(GI,). (V.18) 


0 


Si le moment de torsion et la quantité GI,, appelée rigidité de l'arbre à 
la torsion, sont constants, dans tout le domaine d’intégration 


5 = Tz/(GI,). (V.19) 


D'une façon analogue, on obtient pour un arbre de longueur / 
ù = TI/(GI,). [V.20] 


La structure de cette formule est analogue à celle des déformations à la 
traction-compression. 
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L’angle d’enroulement par unité de longueur s’appelle angle de torsion 
relatif. 11 vaut == T/GI,). (V.21) 


Pour assurer la rigidité requise il faut que l’angle de torsion relatif ma- 
ximal ne dépasse pas sa valeur admissible, c’est-à-dire 


y = TAGE,) < Ya [V.22] 


Cette formule exprime la condition de rigidité de l’arbre à la torsion. Ici 
Yadm St l’angle de torsion relatif admissible en radians par unité de lon- 
gueur de l’arbre. 

Dans la plupart des cas, cet angle est donné en degrés par 1 m de lon- 
gueur ; alors, au lieu de la formule [V.22] on obtient 


180 T (V.23) 
V7 < Yadm: : 
K GE, 

L’angle +4, est choisi en fonction de la destination de l’arbre et de ses 
dimensions. On recommande pour les arbres moyens un angle de torsion 
égal à 0,5° par 1 m de longueur. La condition (V.23) permet de calculer le 
diamètre de l’arbre d’après la rigidité donnée. En retenant que L = 
= 0,1d,ona 


; | 
ed. (V.24) 
C0, ly;4m 


è 


$ 38. Construction des diagrammes des déplacements 
angulaires en torsion 


L’existence des formules des déformations et la connaissance des condi- 
tions de la fixation des barres rendent facile l'établissement des déplace- 
ments angulaires des sections et la construction des diagrammes de ces dé- 
placements. S’il s’agit d’un arbre, c’est-à-dire d’une barre en rotation, qui 
ne possède pas de sections fixes, le diagramme des déplacements angulaires 
est dressé pour une section quelconque considérée comme fixe par conven- 
tion. 

Voici un exemple concret (fig. V.12, a). La figure V.12, b représente le 
diagramme de 7. 

Admettons qu’au point À la section est fixe. Déterminons comment 
tourne la section B par rapport à la section À. 

D’après la formule [V.20], on trouve 


Ûpa = Taglas/(GL,), 


où 7,4 est le moment de torsion dans le tronçon 4B ; /,,, la longueur de ce 
tronçon. 
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Retenons pour les angles de rotation des sections la loi des signes sui- 
vante : les angles Ÿ sont considérés positifs si la section tourne dans le sens 
antihoraire (de droite à gauche si on regarde le long de l’axe). Dans ce cas 
0}, est positif. Portons l’ordonnée de d,,, à l'échelle retenue (fig. V.12, c). 


a IOKN-m J0kN-m 20kN-m 


| | 0kW-m © l os | | 
E 70 


Vas “Va 


Fig. V.12 


Relions par une droite le point £ obtenu au point E, du fait que dans le 
tronçon AB les angles changent d’après la loi d’une droite [cf. formule 
(V.19), où l’abscisse z de la section figure au premier degré]. Calculons 
maintenant l’angle de rotation de la section C par rapport à la section B. 
Compte tenu de la règle des signes adoptée, il vient 


Vcs = — Taclec/ (GI). 


La section B n'étant pas fixe, l’angle de rotation de la section C par rap- 
port à la section À est 


_ Te lc K 
GI, Li 


L’angle de torsion d,., peut être positif, négatif ou, dans un cas particu- 
lier, nul. 

Supposons que dans notre cas l’angle d.., soit positif. Alors, en le por- 
tant à l’échelle retenue en haut suivant l’axe du diagramme, on obtient le 
point M. En reliant le point M au point K on obtient le graphique des an- 
gles de torsion Ÿ dans le tronçon BC. Le tronçon CD ne subit pas la tor- 
sion, les moments de torsion dans ce tronçon étant nuls : toutes les sections 
tournent donc de même angle que la section C. Le secteur MN du diagram- 
me de Ÿ est ici horizontal. On propose au lecteur d’établir que si la section 
supposée fixe est B, le diagramme des angies de torsion est de la forme re- 
présentée sur la figure V.12, d. 


dca = Vcs + Ùga = 
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Exemple V.1. Calculer le diamètre de l’arbre en acier qui tourne à la vitesse angulaire w = 
= 100 rd/s et qui transmet une puissance P = 100 kW. La contrainte admissible r,,, = 
= 40 MPa ; l'angle de torsion admissible y,,, = 0,5 degré/m; G = 8: 10* MPa. 

Solution. Le moment transmis par l'arbre se calcule d’après la formule 


T. = P/w = 100 000/100 = 1000 N : m. 
Le moment de torsion dans toutes les sections droites de l’arbre est le même : 
T=T, = 1000N-m=1KkN:m=1:10-?MN-m. 
Le diamètre de l’arbre se calcule à la résistance d’après (V.15) : 
d = 1,72 VTO- 3/40 = 0,05 m = 5 cm = 50 mm. 


La formule (V.24) permet de vérifier le diamètre de l'arbre par la condition de rigidité 


4 is a 
= V180 : 10-7/(3,14 - 8 - 10* : 0,1 : 0,5) = 0,052 m = 5,2 cm = 52 mm. 


Dans le cas considéré le diamètre de l’arbre se détermine d’après la condition de rigidité et 
il faut retenir d = 52 mm. 

Exemple V.2. Choisir les dimensions de la section d’un arbre tubulaire qui transmet le mo- 
ment 7, = 6kN : m, le rapport des diamètres étant c = d/D = 0,8, et la contrainte admissible 
Tadm = 60 MPa. Comparer le poids de cet arbre avec celui de l'arbre d’égale résistance mais à 
section pleine. 

Réponse. Dimensions de l’arbre tubulaire: D = 9,52 cm ; d = 7,62 cm. L’aire de la section 
À, = 25,9 cm”. Le diamètre de l'arbre à section pleine : d, = 8 cm ; l’aire de la section 4, 
= "s0, 2 cm°. La masse de l’arbre tubulaire vaut 51 % de la masse de l’arbre plein. 


8 39. Energie potentielle en torsion 


En torsion les moments extérieurs effectuent un travail par suite de la 
rotation des sections auxquelles sont appliqués les moments. Ce travail est 
absorbé par la production d’une réserve d’énergie potentielle de déforma- 
tion, égale numériquement au travail des forces intérieures. 

D'une façon analogue à la traction, on peut montrer que le travail de 
l'application statique du moment de torsion extérieur est égal à la moîïtié du 
produit de la valeur terminale du moment par l'angle de torsion définitif : 


W = T Ü/2. (V.25) 
Le travail des forces intérieures de signe négatif et l’énergie potentielle 
qui lui est égale numériquement se calculent à la torsion de la même façon 


que le travail des forces intérieures dans le cas de la traction (compression). 
Le travail élémentaire des forces intérieures 


dW. = -Td9/2, (V.26) 


où 7 est le moment de torsion ; dy l’angle de torsion d’un élément de lon- 
gueur dz. 
Mais, d’après la formule (V.7), 


dû = T dz/(GE). 
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db dW. = - T2? dz/(261,). (V.27) 


Le travail total des forces intérieures s’obtient en intégrant l’expression 
du travail élémentaire suivant toute la longueur / de la barre : 


! 

l T'dz 

W. = | 27 .28 

CU v28 
0 

Pour calculer l’énergie potentielle égale en valeur au travail des forces 


intérieures et de signe opposé, on a 


/ 
T'dz 
U= -W =" | 
; | GT (V.29) 


0 
Si le moment de torsion et la rigidité de la barre ne changent pas suivant 
la longueur, il vient 


U = TA/(2GI)). [V.30] 


$ 40. Principes théoriques de la torsion des barres de section non circulaire 


Dans les barres de section non circulaire sollicitées à la torsion, les sec- 
tions ne restent pas planes et sont gauchies (fig. V.13, a). Si ce gauchisse- 
ment ne rencontre pas d’obstacles, les sections droites ne subissent pas de 


Fig. V.13 


contraintes normales. La torsion est dite alors pure ou libre. La torsion li- 
bre n’est possible que si la section de la barre et le moment de torsion sont 
constants et les extrémités de la barre ne sont pas encastrées. 

Pour des barres de section non circulaire la détermination des contrain- 
tes tangentielles est un problème assez compliqué, résolu par les méthodes 
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de la théorie de l’élasticité. Voici les résultats principaux pour les barres de 
section rectangulaire avec a > b (fig. V.13, b). 

Les contraintes tangentielles maximales apparaissent aux points / et 2, 
c’est-à-dire au milieu des côtés longs : 


Toax = 1/(œab*) = T/W,; (V.31) 
l’angle de torsion 
0 = T1/(GBab°) = TI/(GI,). (V.32) 


Ici æ« et B sont des coefficients qui dépendent des rapports entre les côtés. 
Leurs valeurs sont consignées sur le tableau V.1. 


Tableau V.1 
(3 0,21 0,25 0,27 0,28 0,29 0,31 0,32 0,33 


B 0,14 0,23 0,26 0,28 0,29 0,31 0,32 0,33 


Les quantités W, = œab* et I = Bab” sont respectivement les caractéris- 
tiques géométriques de la résistance et de la rigidité à la torsion de la barre 
de section rectangulaire. 

D’après le tableau V.1 pour les sections rectangulaires étroites à quo- 
tient a/b > 10 on peut adopter &æ = B = 1/3. 

La distribution des contraintes tangentielles suivant le périmètre de la 
section de la barre le long de ses axes et diagonales est visualisée par la figu- 
re V.13, b. Aux points des angles 7 = 0. 

Pour les autres profils (elliptique, circulaire, à rainure de clavette, etc.) 
les formules de calcul sont données par les ouvrages de référence. 

Pour des profils non fermés constitués de rectangles étroits et longs 
(a/b > 10), la caractéristique géométrique Z peut se calculer d’après l’ex- 
pression 


] 
L = - 
De ab”, (V.33) 


où a est la longueur du plus grand côté du rectangle ; b, la longueur du plus 
petit côté. 

La contrainte tangentielle maximale est engendrée dans le rectangle à 
largeur maximale : 


run = 7b /E, (V.34) 


où D. est la valeur maximale du côté court du rectangle. 
L’angle de torsion est déterminé par la formule 


9 = TIGI). (V.35) 


118 


Pour les profils laminés la valeur de Z est donnée par des tableaux spé- 
ciaux. Il convient de noter que pour de tels profils (à parois minces de pro- 
fil ouvert) Z est très petit par rapport aux barres de section circulaire pleine 
de même aire, sans parler de la section annulaire. Il convient donc d'éviter 
de faire travailler à la torsion les barres de profil ouvert. 

Dans le cas de la torsion entravée, lorsque le gauchissement des sections 
est rendu difficile, les formules mentionnées sont inapplicables. La théorie 
générale de la torsion entravée des barres à parois minces de profil ouvert 
est établie par V. Vlassov. Il a montré qu’en torsion entravée, en plus des 
contraintes tangentielles de la torsion pure calculées d’après les formules ci- 
dessus, la section droite subit des contraintes tangentielles et normales sup- 
plémentaires importantes. La théorie de la torsion entravée dépasse le ca- 
dre du cours de résistance des matériaux. 


$ 41. Torsion des barres à parois minces de profil fermé 


Dans le cas de la sollicitation à la torsion les barres à parois minces de 
profil fermé sont sensiblement plus rigides, et par suite, plus avantageuses. 

Considérons la barre cylindrique de section droite représentée sur la fi- 
gure V.14. Admettons que l’épaisseur de la paroi ? change progressivement 


Fig. V.14 


le long du contour de façon que la concentration des contraintes peut être 
négligée. 

Le lieu géométrique des points équidistants des contours extérieur et in- 
térieur s’appelle ligne moyenne. 

L’épaisseur de la paroi étant négligeable, on peut admettre que dans 
cette épaisseur les contraintes tangentielles produites par la torsion sont ré- 
parties uniformément et dirigées suivant la tangente à la ligne moyenne de 
la section. On peut montrer également que le produit de la contrainte tan- 
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gentielle en un point quelconque de la paroi par l’épaisseur de celle-ci est 
une constante pour tous les points de la ligne axiale de la section, c’est-à- 
dire 7t = const. 

A cet effet, il suffit d’examiner la condition d’équilibre d’un élément 
quelconque de la barre, par exemple 7 2 3 4 (fig. V.14). La section longitu- 
dinale /—4 subit la contrainte tangentielle paire 7, ; la section 2—3, la con- 
trainte tangentielle paire r.. 

En projetant les forces supportées par |” élément sur la direction de l’axe 
de la barre, on obtient 7,f, dz = 7,t, dz. Les points 3 et 4 étant pris arbitrai- 
rement, On à 7{ = const. 

Maintenant on peut associer la contrainte tangentielle au moment de 
torsion subi par la section. La force appliquée à l’aire élémentaire tds 
(fig. V.14) est égale, évidemment, à 7 tds, alors que le moment de torsion 
produit par cette force élémentaire par rapport au point arbitraire O qui 
repose dans le plan de la section, est égal à 7 fdsp, où p est le bras de l’action 
de la force par rapport au point ©. 

La somme des moments par rapport à l’axe parallèle à la génératrice de 
la barre et passant par le point © est égale au moment de torsion 


T—= Ttp ds, 


Li 
où l’intégration porte sur toute la longueur du contour s ; mais le produit 


pds est égal à la double aire du triangle Oab. Par conséquent, T = [roaa. 


A 
Le produit 2rf étant constant, il peut être sorti du signe d’intégration. Sous 


le signe d’intégration reste alors l’expression dA qui est la surface de 


A 
la section pleine délimitée par la ligne moyenne de la section. Il vient 
T = Tt2A, (V.36) 


d’où 
= T/((2A). [V.37] 
La contrainte maximale sera au droit où l’épaisseur de la paroi est mini- 
male 


= T/(2A (V.38) 


Pour une barre de ee. / l’angle de torsion ÿ se calcule sous la con- 
dition que le travail du moment de torsion extérieur est égal au travail des 
forces intérieures. Le travail statique du moment extérieur le long du dépla- 
cement angulaire Ÿ est 


lrnin)- 


W = T.ÿ/2. 
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Calculons maintenant l’énergie potentielle de déformation égale numéri- 
quement au travail des forces intérieures. 

Lors de l’action des contraintes tangentielles l’énergie potentielle spéci- 
fique se calcule d’après la formule {III.2]. 

L’énergie potentielle de l’élément de volume f/ ds est 


2 
dU = —— flds, 
U 3G S 


où / est la longueur de la barre. 
L’énergie potentielle totale de toute la barre 


I s 
U = x] rit ds. 
2G 
0 
L'intégration porte sur la longueur s du contour de la section. 
En remplacant 7 par sa valeur tirée de [V.37], on trouve 


$ 


U = \ rar tds 
7 2G) 244 
0 


Sortons du signe d'intégration les grandeurs constantes 


En retenant que l’énergie potentielle U est numériquement égale au travail 
W du moment extérieur, on obtient, avec T = T,, 


[V.39] 


1 


Exemple V.3. Calculer la contrainte maximale et l'angle de torsion d’une barre tubulaire 
(fig. V.15) si T = T. = 1500 N° m ; G = 8: 10* MPa = 8-10" Pa. 
Solution. En vertu de la formule (V.38), 


Tax = 1500/(2: 3,5: 107?-7- 1072: 0,5 : 107?) = 
= 612: 10°N/m°? = 61,2 MPa. 
D'après [V.39] l’angle de torsion sur 1 m 


1500 (= 257 


Ds | +4") =00376d. 
4:3,52:72-1078-10!0 I ) 
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Fig. V.15 


Exemple V.4. Calculer la contrainte maximale et l’angle de torsion de cette même barre si 
son profil est ouvert, c’est-à-dire si en un point son contour est coupé. 
Solution. La contrainte est déterminée par la formule (V.34) : 


TD 1500 : 1 - 107° 
T | 
MX 1/3Yab 1/32:-3,5: 1° + 2-7-0,5)- 107 
15-10 


= = 5,12: 109 Pa = 512 MPa > 61,2 MPa. 
2,93 


Notons que ce résultat a un sens seulement pour une barre en acier allié dont la limite de 
proportionnalité au cisaillement pur Ty n'est pas inférieure à 7... du fait que toutes les for- 
mules du présent chapitre ne sont vraies que dans les limites de la validité de la loi de Hooke. 

L’angle de torsion se calcule d’après la formule (V.35) : 


9 = 1500: 1/(8 - 10 : 10 - 2,93 - 107 #) = 0,64 rd > 0,037 rd. 


La comparaison des résultats de ces deux exemples confirme l'avantage que présentent 
pour le travail à la torsion les profils fermés. 


$ 42. Problèmes hyperstatiques 


La torsion tout comme la traction pose parmi d’autres, les problèmes 
qui ne se résolvent pas si on applique seulement les équations d’équilibre. 
Le nombre d’inconnues dans ces problèmes dépasse celui d’équations. 
L’ordre de leur résolution est le même que dans le cas des problèmes hyper- 
statiques de la traction (compression). 

Examinons à titre d'exemple une barre dont les deux extrémités sont en- 
castrées (fig. V.16, a). Cette barre est hyperstatique du fait que pour déter- 
miner deux couples de réaction supportés par les encastrements, la statique 
ne fournit qu’une équation d’équilibre. 

Rejetons un ençcastrement en remplaçant son action par le moment X 
inconnu (fig. V.16, b). L’équation supplémentaire (appelée, comme on le 
sait, équation de déformation ou des déplacements) s’obtient en convenant 


122 


qu’au droit de l’encastrement rejeté l’angle de rotation de la section, égal à 
l’angle de torsion de la barre sous l’action des moments 7 et X, est nul 
(04 = 0). 


O œ 
c) | 
Diagr | EX 
4 | 
x 
| 
| 
Ç | 
I 
| 1 
Diegr. | d) I | 
uen 
de 
Fig. V.16 


Dans le système isostatique obtenu, dit principal, la section B tourne 
sous l’action du moment extérieur et du moment X. L’angle de rotation de 
la section B sous l’action du moment 


Xa XD 


AE RC 
GI GE 


Ü, , 
où 
L = 0,1 di; 1° = 0,1 d. 
L’angle de rotation de la section B sous l’action du moment 7 
8 = —1a/(GI,). 
En portant ces valeurs dans l’équation des déplacements, on obtient 
Xa Xb T 
MS GE Ÿ Gr “GE © 


Ceci permet de calculer X. 
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Ensuite, on peut déterminer le moment de torsion en une section quel- 
conque et construire le diagramme de T et des angles de torsion. Pour cons- 
truire le diagramme de d, il suffit de calculer l’angle de rotation de la sec- 
tion C 


de = -Xb/GI;") = -(T. - XMa/(GI;'). 


Les angles de rotation des sections À et B sont nuls et puisque l’angie de 
rotation de la section est fonction de la distance [cf. formule (V.19)], les 
points du diagramme obtenus doivent être reliés par des droites. Les dia- 
grammes de 7 et de ÿ sont représentés sur les figures V.16,.c, d. 


Exemple V.5. Un tube à parois minces de matériau à module G, est placé dans un autre tu- 
be à matériau de module G,. Une extrémité de la construction ainsi obtenue est encastrée, 
alors qu’à l’autre est appliqué le moment extérieur 7! qui agit sur les deux tubes (fig. V.17). 
Calculer les moments de torsion dans les sections droites des tubes. 

Solution. Il y a deux moments de torsion inconnus : celui du tube intérieur 7, et du tube 
extérieur T,, alors que l’équation d’équilibre est une seule : 


T'+T=T. () 
Le problème est hyperstatique du premier degré. Composons l'équation des déformations 


en égalant entre eux les angles de rotation des sections à l’extrémité droite des tubes (égaux aux 
angles de torsion totaux des tubes) 


9, = 5, 


ou 


TIAGI,) = THAG>L). (0) 


Le moment d'inertie volaire de la section du tube intérieur 7, ; du tube extérieur 2: Les 
sections étant annulaires. ces moments sont déterminés d’après fes formules du $ 30. Lorsque 


Te 
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Fig. V.17 


l’épaisseur des parois’n’est pas grande, les angles de torsion peuvent se calculer d’après la for- 
mule [V.39] qui, pour une épaisseur constante s, est de la forme 


9 = Tls/(4GA°r) = 471/(Grt), 


où d, = (d, + d,)/2 est le diamètre moyen du tube ; s = x d,,, la longueur de la circonférence 
moyenne de la section du tube. 
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Déterminons à partir des deux équations (I) et (II) les moments de torsion dans les sections 
droites, puis d’après la formule [V.37], les contraintes. Dans le cas d’une épaisseur des 
parois importante il faut appliquer les formules du $ 36. 


$S 43. Concentration des contraintes 


Lorsque le contour de la section transversale ou longitudinale change 
brusquement, on observe la concentration des contraintes. Son influence 
est prise en compte par le coefficient déterminé soit théoriquement par les 
méthodes de la théorie de l’élasticité, soit empiriquement. 

La figure V.18 donne le graphique pour la détermination du coefficient 
de concentration des contraintes théorique «, en torsion d’un arbre, ses 


0 002 G0 006 Q08 010 O2 + 
Fig. V.18 


parties étant conjuguées par un congé circulaire de rayon 7. On voit 
qu’avec les raccords brusques, c’est-à-dire pour de faibles valeurs de r/d, 
a, croît fortement. 

Si le coefficient de concentration des contraintes est connu, pour une 
tige de section droite circulaire la contrainte tangentielle maximale est 
déterminée par la formule 


T = @T = a,T/W,, 


max r nom 


OÙ Tom — 7/W, est la contrainte nominale calculée pour la section mini- 
male. 

L'influence de la concentration des contraintes est prise en compte: 
a) lors de l’action des charges statiques sur des matériaux peu plastiques et 
susceptibles de rupture fragile ; b) lors de l’action des charges variables 
(calcul à l’endurance) pour tous les matériaux. 

Pour diminuer la concentration des contraintes, il faut éviter les chan- 
gements brusques du contour de la section en conjuguant les diamètres 
fortement différents de la barre par des raccords de rayon le plus grand 
possible. 
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$S 44. Formes rationnelles de la section soumise à la torsion 


Des deux sections de même couple de réaction polaire (ou, dans le cas 
d’une section non circulaire, de même W) et donc, de même moment de 
torsion admissible, la section rationnelle est celle dont l’aire est minimale, 
c’est-à-dire assurant le débit minimal du matériau. Le quotient # /A ou 
W /A étant une quantité dimensionnelle, pour comparer les différentes sec- 
tions il est commode d’employer une quantité sans dimension 


W, = W_ /N AS 
(pour une section non circulaire, w, = W,/V43)qu’on nomme couple de 
réaction spécifique en torsion. Plus w, est grand, plus la section est avanta- 


geuse. 
Le tableau V.2 donne les valeurs de w, pour certaines sections. 


Tableau V.2 

Type de la section w, 
Poutre en U 0,04 a 0,05 
Poutre en H 0,05 a 0,07 
Section rectangulaire avec a/b = 10 0,1 
Ibidem, a/b = 2 0,18 
Carre 0,21 
Section circulaire pleine 0,28 
Anneau circulaire avec 

c=d/D=0,S 0,37 
Anneau circulaire avec c = 0,9 1,16 


On voit qu’en torsion les moins convenables sont les poutres en U, en 
H, les sections rectangulaires étroites, et les plus convenables, les sections 
circulaires annulaires, surtout dans le cas des parois à petite épaisseur. 

Comparons l’aire de la section 4, des tubes avec celle de la section À, 
des barres pleines pour de différentes valeurs de c = d/D et sous la condi- 
tion d’égale résistance. L'égalité des couples de réaction polaires des sec- 
tions pleine et annulaire entraîne 


xd$/16 = rx D°(1 — c{)/16. 
Pour assurer une résistance égale il faut observer la condition 
D=dNi-a. 
Le rapport des aires des sections 
A,/A, = x/4(D? — ®): xdi/4 = D'(1 - &)/d. 
En y portant la valeur de D obtenue à partir de la condition d’égale 


résistance, on obtient 
AA, = (1 = CV = cp. 
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Le tableau V.3 donne les valeurs du rapport 4,/4, calculées d’après 
cette formule pour de différentes valeurs de c = d/D. 


Tableau V.3 


AU RIRIRIRIEIRSERL 


A,/A, 1 0,99 0,96 0,92 0,85 0,79 0,70 0,61 0,51 0,39 


Ce tableau montre que l’utilisation des tubes à parois minces assure une 
plus grande économie de métal. 

Pour choisir la section d’après la rigidité le critère de profil économique 
peut être donné par la grandeur sans dimension 


= 1 /A? 
ou j, = 1,/A? pour des sections non circulaires ; on l’appelle moment d'i- 
nertie polaire spécifique ou caractéristique géométrique spécifique de la 
rigidité en torsion. 


Le tableau V.4 consigne les valeurs de /, pour certaines sections les plus 
usitées. 


Tableau V.4 

Type de la section Î, 

Poutre en U 0,010 a 0,011 
Poutre en H 0,009 a 0,015 
Section rectangulaire avec a/b = 10 0,031 

Section rectangulaire avec a/b = 2 0,115 

Carre 0,14 

Section circulaire pleine 0,16 

Section annulaire avec c = d/D = 0,5 0,264 
Section annulaire avec c = 0,9 1,52 


On voit que le calcul à la rigidité rend encore plus évidents les avantages 
des sections annulaires à parois minces par rapport aux autres types des 
sections. La comparaison des aires des barres à section annulaire et pleine 
pour la même rigidité est donnée par le tableau V.5. Dans ce tableau A, est 
l’aire de la section de la barre annulaire (tube) ; À,, l’aire de la section cir- 
culaire pleine. 


Tableau V.S 
c [ofmfozfe eos os [or [os | 
A,/À, 1 0,99 0,96 0,92 0,85 0,78 0,69 0,58 0,46 0,32 


En comparant çe tableau avec le tableau V.3, on voit que dans le calcul 
à la rigidité l’utilisation des barres à parois minces permet d’enregistrer une 
économie encore plus grande de métal. 


CHAPITRE VI 


FLEXION. DÉTERMINATION DES CONTRAINTES 


8 45. Généralités 


Il est fréquent que les barres subissent l’action d’une charge transversa- 
le ou des couples extérieurs (fig. VI.1). Dans ces conditions, les sections 
droites de la barre sont sollicitées par des moments fléchissants, c’est-à-dire 
des moments intérieurs dont le plan d’action est perpendiculaire au plan de 
la section droite. L’action d’une telle charge provoque l’incurvation de 
l’axe de la barre. 

Cette forme de sollicitation s’appelle flexion, et les barres qui travail- 
lent surtout à la flexion s’appellent poutres. La flexion est dite pure si le 


Ff 


Me q 


Fig. VI.1 


moment fléchissant est l’unique effort intérieur que supporte la section 
droite. 

Il est plus fréquent, pourtant, que les sections droites des barres sont 
soumises en plus à des efforts tranchants. Une telle flexion est dite simple. 

Si le plan du moment fléchissant (plan de force) passe par l’un des axes 
centraux principaux de la section droite de la barre, la flexion est dite plane 
ou droite. Si le plan du moment fléchissant ne coïncide pas dans la section 
avec l’un de ses axes principaux, on dit que la flexion est déviée. Nous mon- 
trerons dans ce qui suit que dans le cas de la flexion plane l’axe de la poutre 
après la déformation reste aussi dans le plan des forces extérieures. Lors- 
que la flexion est déviée, le plan de la déformation ne coïncide pas avec le 
plan de forces. 

L’étude de la flexion débute par la flexion pure, ensuite on envisage le 
cas plus général de la flexion simple. La flexion déviée se rapporte à la 
résistance composée des barres et sera examinée au chapitre IX. 
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8 46. Tyves des appuis des poutres 


Les appuis des poutres envisagés comme des systèmes plans peuvent 
être de trois types. 

1. Appui simple ou glissant (fig. VI.2, a). Un tel appui n’interdit pas la 
rotation de l’extrémité de la poutre et son déplacement le long du plan de 
roulement. Il peut être le siège d’une seule réaction perpendiculaire au plan 


a) 1] d), 
b) 
# 7777777 7 


Fig. VI.2 


de roulement et passant par le centre du rouleau. Un tel appui est schéma- 
tisé sur la figure VI.2, b. 

Les appuis simples ou glissants rendent possible le changement sans 
aléas de la longueur de la poutre lors de la variation de la température et éli- 
minent par là les contraintes thermiques éventuelles. 

2. Appui à rotule ou articulation (fig. VI.2, c). Cet appui admet la rota- 
tion de l’extrémité de la poutre, mais interdit la translation quelle que soit 
sa direction. La réaction dont il est le siège peut être décomposée en deux 
composantes : horizontale et verticale. 

3. Appui à encastrement (fig. VI.2, d). Cette fixation interdit le dépla- 
cement de la section d’appui aussi bien linéaire qu’angulaire. Dans un cas 
général, un tel appui peut être soumis à une réaction décomposée ordinaire- 
ment en deux composantes (verticale et horizontale) et un couple de réac- 
tion. 

Une poutre à une seule extrémité encastrée s’appelle console. 

Si pour le calcul des réactions d’appui les équations de la statique suffi- 
sent, on dit que les poutres sont isostatiques. Mais si le nombre de réactions 
d’appui est plus grand que le nombre d’équations de la statique possibles 
pour le problème considéré, les poutres sont dites hyperstatiques. Pour de 
telles poutres le calcul des réactions se fait en composant des équations 
complémentaires que sont les équations des déplacements. 


8 47. Détermination des réactions d’appui 


Considérons quelques exemples. 


Exemple VI.1. Déterminer les réactions d’appui de la console de la figure VI.3. 

Solution. Présentons la réaction de l’encastrement sous la forme de deux forces A. €t À, 
orientées suivant le dessin, et un couple de réaction M. j 

Composons l’équation d’équilibre de la poutre. 

1. Annulons la somme des projections sur l’axe : de toutes les forces appliquées à la pou- 
tre: { Z = 0. On obtient 4. = 0. En l'absence de charge horizontale la composante horizon- 
tale est nulle. À 
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2. Procédons de même avec les projections sur l'axe y : Y Ÿ = 0. Remplaçons la charge q 
répartie uniformément par la résultante ga, appliquée au milieu du tronçon a,: 


À, — F, — ga, = 0, d'où À, = F, + ga;. 


La composante verticale de la réaction d’une console est égale à la somme des forces appli- 
quées. 


F = 40XN 
G=20kN/m 


ONU e 


A | 
LD à 
M, (7 2m 2m 


Fig. VI.3 Fig. VI.4 


3. Composons la troisième équation d'équilibre. Annulons la somme des moments de tou- 
tes les forces par rapport à un point, par exemple, par rapport à À: 
LM, = 0; — M, Fa. ga,(a, + a, + a,/2) = 0, 
d’où 


M 


a = — Fa, _ ga, (a + a, + a,/2). 


Le signe moins montre que la direction du couple de réaction retenue au début doit être in- 
versée. Ainsi, dans un encastrement, le couple de réaction est égal à la somme des moments 
des forces extérieures par rapport à l'encastrement. 

Exemple VI.2. Déterminer les réactions d'appui d’une poutre en U à deux appuis 
(fig. VI.4). Il est d’usage de dire que ce sont des poutres simples. 

Solution. La charge horizontale étant absente, 4. = 0. 

LL '2IM,=0;-A,-4+ 40:2+ 40:1 — 200= 0, 
A, = 25kN,22M, =0; 
B,'.4 — 40:3 — 40:2 — 20 = 0,8, = 55 kN. 

Au lieu de la deuxième condition on peut utiliser la condition Y Y = 0 qui dans notre cas 
doit être appliquée pour vérifier la solution : Y Y = 0; — 40 + 25 — 40 + 55 = 0; ainsi, on 
obtient une identité. 


Exemple VI.3. Déterminer les réactions d’appui d’une poutre de configuration brisée (fig. 
VI.S). 


Solution. L.'IM, =0,-Fa+Ba=0, B,=F. 
2.2Z=0,-A +F=0, A =F. 
3. LY=0,4,+8B,=0, A,= —B,= —F, 


c’est-à-dire que la réaction À est dirigée non pas en haut, mais en bas. Pour vérifier si la solu- 
tion est correcte, on peut utiliser, par exemple, l’équation LM, = 0. 


$ 48. Détermination des efforts intérieurs en flexion 


Comme nous l’avons déjà dit, la flexion simple plane engendre dans les 
sections droites d’une poutre deux efforts intérieurs (deux facteurs de force 
intérieurs), le moment fléchissant M et l’effort tranchant Q. Pour les déter- 
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miner, appliquons la méthode des sections. A l’endroit qui nous inté- 
resse, pratiquons en pensée la coupe à la distance z de l’appui gauche 
(fig. VI.6, a). Rejetons une partie de la poutre, par exemple celle de droite, 
et considérons l’équilibre de la partie gauche. 

Remplaçons l’interaction des parties de la poutre par les efforts inté- 
rieurs : le moment fléchissant M et l’effort tranchant Q (fig. VI.6, b). 


Fig. VIS Fig. VL.6 


Pour calculer M et Q, utilisons deux équations d'équilibre : 

LL2Y=0,;,A-F+0=00=F -4,Q= ÊE(F),. 

2. 2M,=0;A4z-FG-a)-M=0;M=Az-F,G- a); 
M = L mo(F). 


Ainsi, dans la section droite d’une poutre 

1) l’effort tranchant Q est numériquement égal à la somme algébrique 
des projections sur le plan de la section de toutes les forces extérieures 
appliquées d’un côté de la section ; 

2) le moment fléchissant est numériquement égal à la somme algébrique 
des moments (calculés par rapport au centre de gravité de la section) des 
forces extérieures appliquées d’un côté de la section considérée. 


$ 49. Règle des signes des moments fléchissants et des efforts tranchants 


L’effort tranchant dans la section m—n d’une poutre (fig. VI.7, a) est 
considéré comme positif, si la résultante des forces extérieures à gauche de 
la section est dirigée de bas en haut, et à droite de la section, de haut en bas, 
et négative dans le cas contraire (fig. VI.7, b). On admet que dans la section 
d’une poutre, par exemple dans n—n (fig. VI.8,a), le moment fléchissant 
est positif si la résultante de tous les moments des forces extérieures à gau- 
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che de la section est dirigée dans le sens horaire, et négative si elle est dirigée 
dans le sens antihoraire (fig. VI.8, b). Les moments de la figure VI.8, a flé- 
chissent la poutre par la convexité en bas, alors que ceux de la figure VI.8, 
b, par la convexité en haut. On le vérifie sans peine en faisant fléchir une 
règle élancée. 


L 0 Ton <0 
Fig. VI.7 


On en tire une autre règle des signes du moment fléchissant, plus com- 
mode à retenir. Le moment fléchissant est considéré comme positif si dans 
la section envisagée la courbure de la poutre est orientée en bas. Dans ce 
qui suit, on démontre que les fibres de la partie concave de la poutre subis- 


) b) : 
Me Mn >0 Mn 0 
d'ie oi (=) 
n 
Fig. VI.8 


sent la compression, et celles de la partie convexe, la traction. De la sorte, 
en portant par convention les ordonnées positives du diagramme de M en 
haut à partir de l’axe, on obtient que le diagramme est dressé du côté des fi- 
bres comprimées de la poutre. 


$ 50. Relation entre le moment fléchissant, l'effort tranchant 
et l’intensité de la charge répartie 


On établit sans peine la relation définie entre le moment fléchissant, 
l'effort tranchant et l’intensité de la charge répartie. 

Considérons une poutre soumise à une charge arbitraire (fig. VI.9). Dé- 
terminons l’effort tranchant dans la section à la distance z de l’appui gau- 
che. En projetant sur la verticale les forces à gauche de la section, on ob- 


tient 
Q=A—-F, + qz. (a) 


D'une façon analogue, on calcule l’effort tranchant dans la section con- 
nexe se trouvant à la distance z + dz de l’appui gauche : 


Q+dQO=A-F, + q(z + da). (b) 
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En retranchant (a) de (b), on trouve dO = qgdz, d’où 

qg = dO/dz, [VL.1] 
c’est-à-dire que /a dérivée de l'effort tranchant par rapport à l'abscisse de 
la section de la poutre est égale à l'intensité de la distribution de la charge. 


Calculons maintenant le moment fléchissant dans la section d’abscisse 
z, en prenant la somme des moments des forces appliquées à gauche de la 


1, 
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Fig. VI.9 


section. A cet effet, la charge répartie sur le tronçon de longueur z est rem- 
placée par sa résultante égale à gz et appliquée au milieu du tronçon à la 
distance z/2 de la section : 


M = Az — F,(z — b) + gz(z/2). (c) 
D'une façon analogue, on calcule le moment fléchissant subi par la sec- 
tion connexe à la distance z + dz de l’appui gauche : 
M + dM = A(z + dz) — F,(z + dz — b) + g(z + dzŸ/2. (à) 
En retranchant (c) de (d), on obtient l’accroissement du moment fléchis- 
sant 
dM = À dz — Fidz + gzdz = dz(A — F, + qz). 
L'expression entre parenthèses est l’effort tranchant Q. Donc, 
dM = Qdz, 
d’où 
Q = dM/dz, [VI.2] 
c’est-à-dire que /a dérivée du moment fléchissant par rapport à l’abscisse de 
la section est égale à l'effort tranchant (théorème de Jouravski). 


Après le calcul de la dérivée des deux membres de l’égalité [VI.2], il 
vient 


dO/dz = d'M/d2 = q, [VL.3] 


c’est-à-dire que /a dérivée seconde du moment fléchissant par rapport à 
l'abscisse de la section de la poutre est égale à l'intensité de la charge répar- 
lie. 
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$ S1. Construction des diagrammes des moments fléchissants et des efforts 
tranchants 


Pour donner une idée suggestive de l’allure de variation du moment flé- 
chissant et de l’effort tranchant suivant la longueur de la poutre et calculer 
les sections dangereuses, on construit les diagrammes des M et des Q. La 
technique de cette construction est explicitée par les exemples qui suivent. 


Exemple VI.4. Construire les diagrammes de M et de Q de la poutre représentée sur la figu- 
re VI.10, a. 

Solution. Coupons la poutre à droite de la force à la distance z, de l'extrémité droite (sec- 
tion /—D) : :, est une variable, l'indice 1 indiquant le numéro du tronçon où est pratiquée la 
coupe. Le plus simple est de déterminer le moment fléchissant dans la section /—J en calcu- 


Fig. VL.10 


lant la somme des moments des forces extérieures à droite de la section. On obtient M = 0. Ce 
résultat est vrai pour toutes les sections du tronçon BC. 

Le moment fléchissant dans la section //—/7 du tronçon AB se calcule aussi comme la som- 
me des moments de toutes les forces à droite de la section ; alors, on n’a pas à calculer les réac- 
tions d’appui sur l’encastrement: on obtient* 


M, = —FG - a;) (a, < 2, <a, + a). 
L’abscisse de la deuxième section pourrait se compter non pas à partir du point C, mais à 
partir d’un autre point, par exemple, du point 8. Cependant, ceci ne présente aucun avantage. 
Le signe moins est pris du fait que la flèche de la poutre est orientée en haut. Nous avons 
obtenu l’équation d’une ligne droite inclinée. Pour construire le diagramme calculons deux 
valeurs de M. : 


M, = 0; M, -0,+0 F — Fa,. 


1202 


Portons à l'échelle retenue la quantité Fa, en bas suivant l'axe du diagramme. Le dia- 
gramme de A4 est représenté sur la figure VI.10, b. Le moment fléchissant maximal apparaît 
près de la section de l’encastrement : M, = —Fa.. 


* Les notations Q_ et M. employées ci-dessous insistent sur le fait que l’effort tranchant et 
le moment fléchissant sont des fonctions de l’abscisse de la section droite de la poutre. 
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Calculons maintenant l’effor: tranchant dans la section /—J. En projetant sur l’axe verti- 
cal les forces de droite, il vient Q., = 0. Pour la section Z/—IT on a de la même façon Q., = F. 


On retient le signe plus parce que la force extérieure à droite de la section est dirigée de haut en 
bas. Le diagramme de Q est représenté sur la figure VI.10, c. 

Pour déterminer le signe de l'effort tranchant on peut également proposer, en plus de la rè- 
gle décrite, la règle qui suit : l'effort tranchant Q est positif pour les tronçons de la poutre où 
le diagramme de M est ascendant (lors du mouvement de gauche à droite) et négatif pour les 
tronçons où ce diagramme est descendant. 

Exemple VI.5. Construire le diagramme de M et de Q pour une console (fig. VI.11, a). 

Solution. Il y a ici deux tronçons (4B et BC) pour lesquels l’allure de la sollicitation est dif- 
férente et, par suite, les lois de variation de M et de Q sont différentes elles aussi. 


| 
| 
| _ f& «(| 
ga1\7 * 02 

c) ga, | Ç } 


NE 


Fig. VI.11 


Pour la section se trouvant à la distance z, du point À du tronçon 4B, le moment fléchis- 
sant se calcule comme le moment des forces à gauche de la section; à cet effet, la charge répar- 
tie à gauche de la section est remplacée par la résultante gz, appliquée au milieu du tronçon de 
longueur z, ; on obtient 


M. = —-qu(t/2) = -qgt/2. 


. 


Le signe moins est pris du fait que la poutre est fléchie la courbure en haut. C’est l’équa- 
tion d’une parabole construite approximativement d’après les trois points: 


Mo = 05 Ma2 = — 90/8; Ma, = —4@i/2. 


2501 

Pratiquons une coupe dans le tronçon BC à la distance z, de l’extrémité libre de la poutre. 
Remplaçons la charge répartie sur la longueur a, par la résultante ga, appliquée au milieu du 
tronçon AB. Le moment dans la section 47—1J 


M., = —qa,(z - a,/2). 


C'est l’équation d’une droite. Calculons M., pour deux valeurs de z,:z, = a,etz,=a, +a, 
pour obtenir : 
My = -q@/2, Me= -qa(a,/2 + a). 


Le diagramme de M est représenté sur la figure VI.11, b. 
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En tant que somme des projections sur la verticale des forces à gauche de la section /—Z, 
l’effort tranchant vaut 


Q., = 4e; 
On peut également l'obtenir d’après la formule [V1.2] : 
Q., = dM. /di, = —qi;. 
L'effort tranchant dans la section //—IJ est Q., = —qa,. Le diagramme de Q est donné 


par la figure VI.I1, c. 

Dans les deux cas l’effort tranchant est pris avec le signe moins, parce que le diagramme de 
M est descendant (en se déplaçant de gauche à droite). Il convient également de porter l’atten- 
tion sur la relation suivante impliquée par la formule [VI.2]. Dans les tronçons de la poutre 
où le moment fléchissant varie suivant une parabole (courbe du deuxième ordre), l'effort tran- 
chant varie suivant une loi linéaire, c’est-à-dire que le diagramme est une droite inclinée (ligne 
du premier ordre). Mais là où M varie suivant une loi linéaire, c’est-à-dire où le diagramme de 
M est une droite inclinée, l’effort tranchant Q est constant et son diagramme est une droite 
horizontale (ligne d’ordre nul). En général, l’ordre de la fonction qui décrit la loi de variation 
de Q est d’une unité inférieur à l’ordre de la fonction exprimant la loi de variation de M. Ceci 
résulte directement de la formule [VI.2]. 

Exemple VI.6. Construire les diagrammes de M et de Q pour une poutre sur deux appuis 
sollicitée par unc charge uniformément répartie (fig. VI.12, a, b, c). 


0) pu g 


L 
z 9 


Fig. VL.12 Fig. VI.13 


Diagr Q 0*0 


Solution. La symétrie de la sollicitation fait que les réactions sont égales entre elles : 
A = B = gql/2. 
Le moment fléchissant dans la section d’abscisse z est 
M. = gl 72 - qf/2. 


L 2 


Le premier terme est le moment fléchissant dû à la réaction pris avec le signe plus, puisqu'en 
encastrant en pensée la poutre en cette section on peut voir que la réaction fléchit en bas la 
partie de la poutre à gauche de la section. Le deuxième terme est le moment fléchissant dû à la 
charge uniformément répartic à gauche de la coupe pratiquée. La résultante de cette charge est 
égale à gz, elle est appliquée au milicu du tronçon, c’est-à-dire à la distance z/2 de la section. 
Par conséquent, le moment produit par cette charge est égal à gz°/2 avec le signe moins, 
puisqu'’une telle charge fléchit la poutre (encastréc en pensée au droit de la coupe) en haut. 
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L'équation du moment fléchissant obtenue est celle d’une parabole. Calculons trois ordon- 
nées du diagramme de M : 


M.o=0:; M.,h=q"/8;M._,= 0. 


D'après ces données construisons le diagramme de M. Le moment fléchissant maximal (au 
milieu de la poutre) M, = ql?/8. 

Il est utile de retenir ce resultat auquel on recourt souvent dans les calculs. En dérivant 
l'expression de M. et en annulant la dérivée première, on voit que le maximum de M est en 
effet appliqué au milieu de la travée. 

L'effort tranchant dans la section (en tant que somme des forces appliquées à gauche) 


Q. = ql/2 — qz. 
Le même résultat s’obtient d’après la formule [VI.2]. Calculons deux valeurs : 
Q._0 = ql/2 ; Q.., = — gl/2. 


Construisons le diagramme de Q. Portons l’attention sur le fait qu’au milieu de la travée Q = 
= 0; or là, comme il s'ensuit de la relation [V1.2], le moment fléchissant est maximal. 

Exemple VI.7. Construire les diagrammes de M et de Q de la console représentée sur la 
figure V1.13, a, b, c. 

Solution. Dans le tronçon DC le moment fléchissant en tant que somme des moments ap- 
pliqués à gauche, M_ = 0. 

Dans le tronçon CBona M. = —2M. Pour le tronçon BA on a M. = —2M + 3M = M. 

Dans toutes les sections l'effort tranchant Q = 0. 2 

Exemple V1.8. Construire les diagrammes de M et de Q de la poutre représentée sur la figu- 
re VI.14, a, b, c. 
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Fig. VI. 14 


Solution. En appliquant les équations d'équilibre, calculons les réactions : R, = 20 kN 
(dirigée en bas) : Ra = 140 kN (dirigée en haut). 

Dans la section d’abscisse z, le moment fléchissant se détermine comme la somme des mo- 
ments des forces appliquées à gauche : 


M, = —20z, — 205/2. 
Ceci est l'équation d’une parabole. Calculons trois valeurs de M. : 


M;,=0 = 0;M;ni = —30kN:m sM,,.2 = —80kN:m, 
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D'après ces données, construisons le diagramme de M dans le tronçon AE. Calculons le mo- 
ment fléchissant dans la section d’abscisse 2, : 


M,,= —20z, -— 40(z, — 1) + 80. 


- 


Le deuxième terme de cette expression est le moment fléchissant de la résultante de la charge 
répartie appliquée au tronçon AE. Cette résultante est égale à 40 kN et sa distance de la sec- 
tion envisagée est —(z, — 1)m. 

Donnons à z deux valeurs : z = 2metz = 4 m. Après la substitution, on obtient 


M, 2 = (; M, 4 = —]20 kN : m. 


D’après ces données on construit le diagramme de M pour le tronçon BE. 

Déterminons le moment fléchissant dans la section à la distance z, de l’extrémité droite de 
la poutre. Puisque à droite de la section envisagée il y a moins de forces extérieures qu’à gau- 
che, il est plus simple de calculer la somme M., comme la somme des moments des forces se 
trouvant à droite 


= 2 
M.,= —40z, — 207;/2. 


Le premier terme est le moment fléchissant de la force F = 40 kN, et le deuxième, celui de la 
charge répartie appliquée à droite de la section envisagée. 

Les deux termes sont pris avec le signe moins du fait que sous l’action des charges à droite 
de la section la poutre fixée en pensée au droit de la section où l’on détermine M, fléchirait en 
haut. 

En se donnant la valeur dez, = Oet z, = 2 m, on obtient le diagramme de M pour le tron- 
çon BC. 

L'effort tranchant se détermine en utilisant la relation Q. = dM/dz ouen projetant sur 
la verticale les forces appliquées à la partie rejetée. Pour vérifier la validité des calculs, il est 
recommandé de recourir aux deux procédés. 

En cherchant la dérivée de M.,, on a 


Q- Le un = —20 — 207. 
‘l  dz, 2 


C'est l’équation d’une droite. Le même résultat s'obtient en projetant sur la verticale les for- 
ces appliquées à gauche ou à droite de la section d’abscisse z.. 
Pour une section arbitraire du tronçon EB l'effort tranchant 


Q:, = dM.,/dz, = —60 kN. 


Le diagramme de Q pour le deuxième tronçon a la forme d’une droite horizontale. 

En calculant Q. comme la dérivée du moment M. il convient de retenir que Z; est compté 
de droite à gauche, et c’est pourquoi, comme l’enseignent les mathématiques, pour obtenir le 
signe correct de Q il faut après la dérivation changer de signe 


Q:, = 4 + 20z.. 


D'après cette équation de la droite on a construit le diagramme de Q pour le tronçon BC. Les 
ruptures dans ce diagramme sont égales aux forces concentrées appliquées aux tronçons cor- 
respondants de la poutre, c’est-à-dire aux réactions À et B, tout comme à la force F (à 
l'extrémité droite). 


Exemple VI.9. Construire les diagrammes de M et de Q, ainsi que de l’effort normal N 
pour une poutre coudée représentée sur la figure VI.15, a. 

Solution. La méthode générale de la détermination de M, Q et N dans une section quel- 
conque est la même. Il faut pourtant s'entendre sur la règle de la construction des diagrammes 
pour les barres verticales et inclinées. Il est d’usage de tracer le diagramme de M pour toutes 
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les barres sur le côté concave de la barre (du côté de la fibre comprimée), c’est-à-dire 
d’observer la règle de construction des diagrammes des barres à disposition horizontale. Dans 
la section /—J le moment fléchissant se calcule comme la somme des moments des forces exté- 
rieures appliquées d’un côté de la section (en bas), M, = F:; Si on réalise en pensée 
l’encastrement suivant la section /—J de la partie rejetée inférieure de la barre, il devient clair 


que la barre fléchit à droite, c’est-à-dire que la fibre comprimée se trouve à gauche. Le 


l) &OKNm  Ÿ 


20kN 


Fig. VI.15 


diagramme de M. est donc dressé à gauche (fig. VI.15, b). Avec z, = 0, M = 0, avecz, = 
= 2m,M = 40 KN-m. 

En tant que somme des moments des forces appliquées à droite de la coupe, dans la section 
I1—IT, le moment fléchissant est égal au produit de la force par la distance jusqu'à la section 


égale au tronçon DE : M, = 2:20 = 40 kN-m. 


Dans ces conditions la fibre comprimée se trouve en bas (fig. VI.15, b). 
L'effort tranchant se calcule en appliquant la relation [V1I.2] : 


Q. = dM./, 


c’est-à-dire que Q se calcule comme la tangente de l’angle de pente de la tangente au dia- 
gramme des moments. Pour le tronçon CD le moment fléchissant M = const ; donc, Q = 0. 
Pour la barre DE 


Q = 40/2 = 20 KN. 


On peut déterminer également l'effort tranchant comme la somme des projections des for- 
ces appliquées d’un côté de la section sur la direction perpendiculaire à l’axe de la barre. 

Le signe de l’effort tranchant est déterminé d’après la règle précédente. Mais si en regar- 
dant la barre DE de gauche à droite le diagramme de AZ est ascendant, alors Q est positif. Le 
graphique des valeurs positives de Q est construit à droite (fig. VI.15, c). 

L’effort normal N est déterminé en appliquant la méthode des sections (fig. VI.15, d). 

Pour la barre DE, en projetant les forces appliquées plus bas que la section 7-7 sur la direc- 
tion de l’axe de la barre DE, on obtient N,. = 0 (fig. VI.15, e). Pour la barre CD, en proje- 
tant les forces appliquées à droite de la section Z1—IJ sur la direction de l'axe de la barre CD, 
onaN,., = 20 kN (compression). 

Les valeurs négatives de N sont portées en bas de l’axe de la barre. Le signe moins signifie 
qu’il s’agit de la compression (fig. VI.15, d). 
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$ 52. Détermination des contraintes normales 


Dans le cas de la flexion simple pure les sections droites de la poutre ne 
sont sollicitées que par des moments fléchissants passant par l’un des axes 
principaux de la section. 

Le moment fléchissant est le moment résultant des forces normales inté- 
rieures réparties suivant la section. 

Pour établir la loi de distribution et la valeur des forces intérieures 
subies par les sections droites, les équations de la statique ne suffisent pas. 
Il faut utiliser les conditions de déformation de la poutre. 

Si à la surface d’une poutre (éprouvette) soumise à la flexion pure on 
trace un réseau, on découvre les faits suivants (fig. VI.16). 


1) Après la déformation, les lignes Z—7 et 2—2 tournent d’un certain 
angle dÿ en restant droites. On peut poser que les sections droites de la 
poutre, planes avant la déformation, restent planes après la déformation 
(hypothèse des sections planes). Les calculs fondés sur cette hypothèse 
s’accordent avec l’expérience. Le réseau rectangulaire gardant sa forme 
après la déformation, on peut admettre que dans la section droite les con- 
traintes tangentielles sont nulles. 

2) La fibre ab du côté convexe de la poutre s’allonge, ce qui témoigne 
du fait que cette fibre subit la traction, alors que la fibre ef se raccourcit, ce 
qui témoigne de sa compression. Quant à la longueur de la fibre cd, elle ne 
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change pas, ce qui indique que cette fibre ne subit ni la traction, ni la com- 
pression. 

La couche de la poutre (au niveau de la fibre cd) qui ne subit pas en 
flexion ni la traction ni la compression est dite neutre. La ligne d’intersec- 
tion de la couche neutre avec le plan de la section droite de la poutre 
(fig. VI.17) s’appelle axe ou ligne neutre. L’intersection du plan de force 
avec le plan de la section droite s’appelle ligne de force. 


Axe de 
forces 


Fig. VI.17 Fig. VL.18 


L'observation des résultats enregistrés par des expériences témoigne 
que les fibres d’une poutre se déforment d’une façon différente, les défor- 
mations étant plus grandes à mesure que les fibres s’éloignént de la couche 
neutre. Montrons que suivant la hauteur de la section les déformations 
changent d’après une loi linéaire. 

En effet, le segment bb” présente l’allongement total de la fibre ab 
dont la longueur avant la déformation était égale à la longueur de la fibre 
cd appartenant à la couche neutre (cf. fig. VI.16). L’allongement relatif de 
cette fibre 


e = b'b”/ab = b'b”/cd = ydÜ/pdù = y/p, (VI.4) 


où p est le rayon de courbure de la couche neutre (pour le moment sa valeur 
est inconnue) ; y, la distance de l’axe neutre à la fibre considérée. 

Avant de passer au calcul des contraintes, introduisons encore une 
hypothèse : supposons que les fibres de la poutre n’influent pas l’une sur 
l’autre, c’est-à-dire que dans le sens perpendiculaire à l’axe les contraintes 
sont nulles. Par conséquent, chaque fibre subit une traction ou une com- 
pression uniaxiale. Les résultats fournis par la formule établie d’après cette 
hypothèse s’accordent bien avec les données empiriques. Alors, d’après la 
loi de Hooke, on a pour un état de contrainte uniaxial 


o = EE = Ey/p, (VIS) 
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c’est-à-dire que /a variation des contraintes normales suivant la haute::r de 
la section droite est proportionnelle à la distance jusqu'à l'axe neutre. Les 
contraintes sont donc maximales aux bords supérieur et inférieur de la sec- 
tion. 

Le diagramme de o correspondant est représenté sur la figure VI.17. 
Les contraintes positives sont celles à la traction. 

Il convient de souligner que les vecteurs des contraintes normales sont 
perpendiculaires au plan de la section droite de la poutre, alors que les seg- 
ments qui les représentent sur le diagramme sont confondus par convention 
avec le plan de la section. 

Après avoir établi la loi de distribution des contraintes, on peut égale- 

ent déterminer leur valeur à partir des équations d’équilibre. Considérons 
l'équilibre de la partie de la poutre soumise au moment extérieur M. et aux 
forces intérieures qui apparaissent dans la section droite réalisée (fig. 
VI.18). L’équilibre de cette partie impose l’observation de six équations : 
égalité à zéro de la somme des projections des forces en action sur les trois 
axes des coordonnées et égalité à zéro des sommes des moments par rap- 
port aux axes x, J, Z. 


1. Annulons la somme des projections sur l’axe y : D) Y = 0. 
2. Annulons la somme des projections sur l’axe x : D X = 0. 
y Y=0et y X = 0 se transforment en identités du fait que les 


forces intérieures o dA sont perpendiculaires à ces axes. 
3. Annulons la somme des projections sur l’axe z : 


YZ=0 ou jyd4 = 0. 


Z 
En appliquant la formule (VI.5), nous avons 


2 (ras = (. 
p 
A 


Mais E/p # O vu que p # ©, car la poutre envisagée est fléchie. 
Donc, [ ydA = 0. 


A 

Cette intégrale est le moment statique de l’aire de la section droite de la 
poutre par rapport à l’axe neutre. Elle est nulle et, par conséquent, en 
flexion, l'axe neutre passe par le centre de gravité de la section. 


4. L’équation ». M. = Ose transforme en identité parce que les efforts 
odA sont parallèles à l’axe z. 


5. L’équation Ÿ M, = 0 donne {odAx = 0. En recourant à la formu- 
A 


142 


le (VI.S), on obtient 


Mais E/p # 0 ; donc, [xydA = 0. L'intégrale L,, = D,, = |xydA 
A 

est le moment d'inertie centrifuge de la section par rapport aux axes x et y. 
Etant donné qu’il est nul, x et y doivent être des axes principaux de la sec- 
tion et le moment M, doit reposer dans le plan passant par l’un des axes 
principaux, ce qui est le cas de la flexion simple. Cette condition entraîne 
également que la ligne de force et l'axe neutre sont réciproquement perpen- 
diculaires. 

6. Annulons la somme des moments des forces par rapport à l’axe x : 


M, =0;-M, + |yodA = 0. 


A 


On tire de la formule (VI.S) : 


L'intégrale J, = | y?dA est le moment d’inertie de la section par rap- 

A 

port à l’axe neutre x. 
La partie rejetée de la poutre peut subir non seulement le moment exté- 
rieur, mais aussi plusieurs moments, ainsi que toute autre charge. Dans 


l’équation d’équilibre y M, = 0 figure alors la somme algébrique des mo- 
ments de toutes ces forces égale au moment fléchissant M subi par la sec- 


tion droite. Compte tenu de ce qui vient d’être dit, écrivons la dernière rela- 
tion sous la forme 


M = El /p, (VI.6) 

d’où 
1l/p = M/(EI,). (VI.7) 
La quantité X = 1/9 est la courbure de la couche neutre de la poutre. 
Un peu plus haut nous avons montré que dans la section droite l’axe 
neutre passe par le centre de gravité. Donc, l’axe longitudinal de la poutre, 
qui est l’ensemble des centres de gravité de ses sections droites, se confond 


avec l’axe neutre. Il s’ensuit que l’expression (VI.7) détermine la courbure 
de la poutre. 
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Résumons : en flexion, la courbure de l'axe d’une poutre est propor- 
tionnelle au moment fléchissant et inversement proportionnelle à la gran- 
deur El, appelée rigidité de la poutre. 

En portant la valeur obtenue de 1/0 dans (VI.S), on amène la formule 
d’un grand intérêt : 

o = My/I, [VL.8] 


qui permet, d’après le moment fléchissant M et le moment d’inertie de la 
section, de calculer la contrainte normale en tout point de la section droite. 
La formule [VI.8] est déduite pour la flexion pure. 

La flexion simple engendre dans les sections droites des contraintes nor- 
males et tangentielles. Les contraintes tangentielles provoquent la déforma- 
tion de cisaillement qui fait que les sections droites cessent d’être planes, ce 
qui invalide l’hypothèse de Bernoulli. D’autre part, en flexion simple appa- 
raissent des contraintes dans les sections longitudinales, c’est-à-dire que les 
fibres exercent les unes sur les autres une pression. 

Des études plus poussées montrent que pour la flexion simple, les résul- 
tats de la formule [VI.8] sont satisfaisants. 


$ 53. Conditions de la résistance par rapport 
aux contraintes normales 


Pour assurer la résistance d’une poutre fléchie dans la section dange- 
reuse (section où M est maximal), il faut que les contraintes de traction et 
de compression maximales ne dépassent pas les contraintes admissibles cor- 
respondantes (on ne considère que les poutres à section droite constante sur 
toute la longueur). 

Introduisons la notation (fig. VI.18) : h,.pour la plus grande distance 
entre l’axe neutre et la fibre tendue ; À, la distance entre l’axe neutre et la 
fibre la plus comprimée. Alors, en flexion, la contrainte de traction maxi- 
male 


max o, = Mh,/L ; (VI.9) 
la contrainte de compression maximale (en valeur absolue) 
max 0, = Mh,/I.. (VI.10) 


Pour les matériaux fragiles (par exemple, la fonte), les contraintes à la 
traction et à la compression admissibles sont différentes : 9°, est de trois à 
cinq fois plus grande que o!,, ; donc, pour les poutres en tels matériaux, 
on choisit ordinairement des sections asymétriques par rapport à l’axe neu- 
tre. La section est alors établie de la sorte que h, < #,, c’est-à-dire de façon 
à assurer l’inégalité max o, < max o,. Dans les cas considérés, il faut com- 


poser deux conditions de résistance : 
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suivant les contraintes de traction maximales 

max 0, = Mh,/I, = M/W,, < om : (VI.11) 
suivant les contraintes de compression maximales 

max o = Mh/I, = M/W, < 0m (VI.11a) 


où W,et W. sont les couples de réaction des fibres tendue et comprimée. 

Dans les formules (VI.11) et (VI.11a) il faut porter la valeur (absolue) 
maximale de M. 

Si la section de la poutre est symétrique par rapport à l’axe neutre (ces 
sections sont avantageuses pour les poutres en matériaux plastiques), c’est- 
à-dire si À = h. = h/2, alors les deux formules (VI.9) et (VI.10) se ramè- 
nent à une seule : 


o = (M/L Xh/2). (VL.12) 


En désignant W, = 2 /h, on obtient pour les mêmes contraintes 
admissibles à la traction et à la compression ©, la condition de résistance 
suivante : 


o = M/W, < om [VI.13) 


La grandeur W, s’appelle couple de réaction axial ou couple de réaction 
à la flexion. Le couple de réaction est une caractéristique géométrique de la 
section droite d’une poutre, qui détermine sa résistance à la flexion. 

Dans le cas des sections les plus simples, les valeurs de #, sont : 

pour un rectangle : 


W, = 21,/h = bh°/(12h/2) = bh?/6; 
pour un cercle : 
W, = 21/d = xd*/(64d/2) = xd*/32 = 0,1d* ; 
pour un anneau : 


21. 7rD*(1-c*) rD° 
W = = "©" = —— (1 — cf) = 0,1D*(1 — c“); 
x D 64D/2 37 M6) e) 
pour des sections laminées (en U, en H, etc.) les valeurs de W sont don- 
nées par les tableaux des normes. Le choix de la section d’une poutre se fait 
d’après la relation tirée de l’équation [VI.13] : 


W, > M/o,4m- [VL.14] 
Le moment fléchissant admissible 
Mam < W,0,4m- [VL.15] 


Ensuite, la liaison entre M et la charge (d’après le diagramme de M 
construit) étant connue, on peut calculer la charge admissible. 


10-774 145 


6 m, sollicitée par une 


Exemple VI.10. Choisir la section d’une poutre en U à travée / 
160-10° kPa (cf. fig. 


charge uniformément répartie q = 40 kN/m ; o,,, = 160 MPa 
VE.12). 

Solution. Pour ce cas le moment fléchissant maximal est appliqué à la section du milieu de 
la poutre 


M = qgl?/8 = 40-36/8 = 180kN-m. 


Le couple de réaction nécessaire 
W, = M/0,4m = 180/(160-10°) = 0,001125 m° = 1125 cm”. 


Choisissons, d’après les tableaux des normes, la poutre en U n° 45 pour laquelle 
W, = 1231 cm (W, présente alors une sous-charge inférieure à 5 %, ce qui est admissible). 

Dans cet exemple et dans ceux qui suivent figurent les données tirées de la nouvelle norme 
(GOST 8239-72). | 

Exemple VI.11. Calculer la charge admissible d’une poutre à section droite rectangulaire 
(fig. VI.19) si Cidm — 10 MPa ;a = 1m. 


"2, 
ee] 


. 
D 
2 


S 


Fig. VI.19 


Solution. Deéterminons le moment fléchissant admissible 


bh° 12-24-10" 
L = 777 10 = 0,0115 MN‘m. 


Oadm 


Pour calculer la charge admissible, il faut connaître la relation entre le moment fléchissant 
maximal et la charge ; à cet effet, il faut construire le diagramme du moment fléchissant. 
En calculant les réactions, on trouve que 


R,=3/5F; R,=2/5F. 
Le moment fléchissant maximal est enregistré au droit de la section subissant la charge 
M = R,2a = 6/5 Fa. 
Maintenant, on peut calculer la charge admissible 
S 
F 


5 
adm Ga Voûm u PR = 0,0096 MN = 9,6 kN = 9600 N. 


$ 54. Calcul des contraintes tangentielles 


Dans le cas général de la flexion (flexion simple) les sections droites 
d’une poutre subissent des moments fléchissants et des efforts tranchants. 
La présence du moment fléchissant est associée à l’apparition dans les sec- 


146 


tions droites des contraintes normales qui peuvent être déterminées par la 
formule [VI.8] (cf. $ 52). 

La présence de l’effort tranchant est due à l’apparition des contraintes 
tangentielles dans les sections droites et, en vertu de la loi de la parité, aussi 
dans les sections longitudinales (fig. VI.20). Pour déterminer les contrain- 


Q 
&— ES 
Fig. VI.20 


tes tangentielles, examinons d’abord une poutre peu large à section rectan- 
gulaire (fig. VI.21). Découpons dans la poutre un élément de longueur dz et 
de largeur b, égale à celle de la poutre. Cet élément subit l’action des forces 
suivantes : la face 344 °3 ‘ est sollicitée par les contraintes tangentielles qui 
valent d’après la formule [VI.8] 


0, = M,y/L,, (a) 


où M, est le moment fléchissant dans la section 344°3”. 


œ|_ 


T7 6, 


Fig. VI21 


D'autre part, la section envisagée subit des contraintes tangentielles 7 
pour le moment inconnues qui, compte tenu de la petite largeur de la pou- 
tre, peuvent être considérées comme uniformément réparties suivant la lar- 
geur de la section * ; 


* Cette supposition porte le nom d'hypothèse de Jouravski. 
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la face 222 ” 1° subit des contraintes normales 
0, = M,y/L (b) 


et les contraintes tangentielles 7 ; 

la face 322 3” est sollicitée seulement par des contraintes tangentielles 
égales, d’après la loi de la parité, aux contraintes tangentielles qui inter- 
viennent dans les faces verticales. 

Composons l’équation d’équilibre de l’élément découpé. Projetons les 
forces supportées par l’élément sur l’axe horizontal. Il est clair que les 
efforts tangentiels qui agissent suivant les faces verticales ne figurent pas 
dans l’équation indiquée. 

Suivant la face 233 “2” l’effort tangentiel se projette en grandeur réelle 
7 bdz. La résultante des efforts normaux subis par la face 344 °3° s’écrit 


N, = | o,dA. 


A 


La résultante des efforts normaux appliqués à la face 222 ” 1” est de la 
forme 


N, = {odA. 
. 


Les intégrales doivent être calculées pour l’aire de la partie rejetée, c’est-à- 
dire par rapport aux aires des faces 222°1”°et 344°3°. En utilisant l’équa- 


tion d'équilibre } Z = 0, on amène 
—N, + N, + rbdz = 0 
ou 


_— | dA + | o,dA + 70dz = 0. 


A A 


L'application des expressions (a) et (b) donne 


= (oaa + (ya4 + rd&e = 0 


X x 


L'expression Ï ydA = S/ est le noment statique de l'aire de la partie 
se 
rejetée par rapport à l'axe neutre. Donc, 
S, 


X 


(M, — M) = rbd£. 
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Mais M, — M, = dM, est l’accroissement du moment fléchissant sur 
la longueur dz. De cette facon, la formule précédente peut se récrire sous la 
forme 


S;dM./I, = rb dz, 
d’où 
Tr = S'dM./(I, bdz). 


En appliquant la relation [VI.2], on obtient finalement 
Tr = QS/'/(L,b). [VI.16] 


Cette relation a été établie pour la première fois par D. Jouravski et 
porte son nom *. 

Etudions la loi de distribution suivant la section des contraintes tangen- 
tielles dans une poutre de section rectangulaire (fig. VI.22). Cette loi est 


TRE 
Tmar 
LT’ 


Fig. VI.22 


l 


déterminée par la loi de variation de S/ pour la section donnée, les autres 
quantités étant constantes ; de plus, 


1, = bh°/12. 
Le moment statique de l’aire hachurée par rapport à l’axe x 


| h 1 fh __b fh? 
S-0G-r}hG+r)-30 >) 


C’est l’équation d’une parabole. 
La contrainte tangentielle 
2/4 — y2 2 
= DUAL (M), 


* Les tableaux des normes des poutres en U et en H (cf. annexe) fournissent les données 
sur le moment statique de la moitié de l’aire de ces profils. 
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Construisons le diagramme de 7 d’après les trois points 
Tyenn = 037,-0 = 3Q/(24); 7, _;n = 0. 


Le diagramme de 7 est représenté sur la figure VI.22. Pour une poutre 
de section rectangulaire, la contrainte tangentielle maximale se manifeste 
au niveau de l’axe neutre 


Tux = 30/(24), [VL.17] 


c’est-à-dire de 1,5 fois plus grande que la contrainte qui s’obtient sous 
l'hypothèse de la distribution uniforme des contraintes tangentielles sui- 
vant la section. 

Avec une certaine approximation, la formule de Jouravski peut 
s’employer pour le calcul des contraintes tangentielles dans les poutres à 
section droite d’une autre forme. Pour une section circulaire, on obtient 
d’une manière analogue le diagramme de 7 (fig. VI.23) à valeur maximale 


T 
Tnax 
Fig. VI.23 
sur l’axe neutre 
Tax = 49/64). [VI.18] 
Pour une section annulaire, 
Tnax = 2Q/A. (VI.19) 


Il convient d’insister que, d’après la formule de Jouravski, on déter- 
mine les contraintes tangentielles parallèles à l’effort tranchant, c’est-à-dire 
T Ou 7., verticaux (fig. VI.23). Quant aux contraintes tangentielles totales, 
elles doivent être orientées suivant la tangente au contour de la section. 

Considérons, par exemple, le point C près du contour d’une section cir- 
culaire. Si l’on suppose que la formule de Jouravski permet de calculer la 
contrainte totale 7, en la décomposant, on obtient deux composantes, l’une 
suivant la normale au contour (7,,) et l’autre suivant la tangente (r.,). 

Cependant, par condition de sollicitation la surface de la barre ne subit 
pas de contraintes ; donc, 7, doit être nulle. Par conséquent, la contrainte 
7, Calculée d’après la formule de Jouravski, ne peut pas être une contrainte 


tangentielle totale, elle ne représente que sa composante verticale T. 
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(fig. VI.23, point B). La composante horizontale de la contrainte totale 7. 
et la contrainte totale elle-même 7,,, en ces points du contour restent incon- 
nues, ne pouvant pas être déterminées par les méthodes de la résistance des 
matériaux. 

L’analyse des solutions exactes de la théorie de l’élasticité montre que 
dans la plupart des cas les composantes horizontales des contraintes tan- 
gentielles ne sont pas grandes. 

Pour les poutres en H, le diagramme de 7 est d’une forme à gradins par 
suite du changement brusque de la largeur de la poutre * (fig. VI.24, a). 

Dans une section en H, la contrainte tangentielle maximale est appli- 
quée aux points de l’axe neutre et définie par la formule de Jouravski en 
prenant le moment statique de l’aire hachurée (demi-section). Les tableaux 
des normes donnent les valeurs du moment statique de l’aire de la demi- 
section des poutres en H et en U. La figure VI.24, b représente les diagram- 
mes de 7 de certaines autres sections. 


a) b) C) 
EI à L/2 | 


7 / T max Tma X 


Fig. VI.24 


La condition de résistance par rapport aux contraintes tangentielles 
s'écrit 


Tmax < Tadm ’ 


Où 7.4, €st la contrainte tangentielle admissible. Pour les poutres en acier 
Tadm 0,6 adm: 

Certains matériaux résistent très mal au cisaillement (par exemple, le 
bois dans le sens des fibres) ; aussi, pour les poutres en tels matériaux la 
vérification de la résistance par rapport aux contraintes tangentielles est 
obligatoire. 

La théorie exposée de la détermination des contraintes tangentielles 
n’est valable que pour des sections pleines. 

Comme nous l’avons déjà dit, dans les barres à parois minces, même 
lorsque l’un des axes centraux principaux se confond avec le plan de force 


* Il convient de retenir que la partie du diagramme relative aux ailes de la poutre est très 
conventionnelle du fait que l’hypothèse de la distribution uniforme des contraintes tangentiel- 
les suivant la largeur est ici inapplicablé. En tenant compte de ce fait le diagramme de 7 des 
sections droites des poutres en H n’est construit généralement que dans les limites de l’âme. 


151 


de la section, on peut observer le phénomène de la torsion. Pour mieux le 
comprendre, considérons une console de profil en U (fig. VI.25, a). 

Coupons par le plan Zune partie de la poutre portant la charge et consi- 
dérons la partie rejetée du côté de l’encastrement pour voir la section repré- 
sentée sur la figure VI.25, b. Les contraintes tangentielles 7, subies par 
l’âme verticale se calculent suivant la formule de Jouravski [VL.16]. 

Si l’on néglige par suite de leur petitesse les contraintes tangentielles 
supportées par les ailes, la résultante des contraintes tangentielles T, dans 
l’âme donne la force R, égale à Q (fig. VI.25, c). 


Fig. VI.25 


Les ailes horizontales sont soumises aux contraintes tangentielles 7. Si 
l’on admet que leur distribution suivant l’âme est uniforme (par suite de sa 
petite largeur), leur calcul peut se faire également d’après la formule de 
Jouravski [VI.16]. 

En un point quelconque Æ de la section (fig. VI.25, b), les contraintes 
tangentielles sont 


r, = QS,/(t), 


où £ est l’épaisseur de l’aile en K ; S° = F’h,/2, le moment statique par 

rapport à l’axe de l’aire rejetée F° de l’aile ; Z , le moment d'inertie de la 

section ; Q, l’effort tranchant dans la section. 
La contrainte maximale subie par l’aile r ,, est appliquée au droit de la 


jonction de l’aile avec l’âme. Pour ce cas, S° = bth,/2. Donc, 
Ti Qb,h,/Q21).. 
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La résultante des contraintes tangentielles R, dans l’aile est égale au pro- 
duit de l’aire du diagramme des contraintes tangentielles par l’épaisseur de 
l’aile 

R, = Taxtb,/2 = Qb?h, t/(41.,). 


L’aile inférieure subit la même force R,, mais dirigée dans le sens 
opposé. Deux forces R, forment un couple de moment 


M, = Rih, = Qb?h/(41,). 


Par conséquent, la section d’une poutre en U subit en plus de l’effort tran- 
chant vertical O = R,, un moment de torsion T = M, (fig. VI.25, b). 

Dans la section, il existe un point B tel qu’en flexion, par rapport à ce 
point, le moment des forces tangentielles est nul. Ce point s’appelle centre 
de flexion. Sa position est établie sans peine à partir de l’équation 


DM, =T-@=0, 


d’où c = 7/Q. 
En y portant la valeur de T = M.,, on trouve 


c = b?h2t/(4L1,). 


Par conséquent, pour interdire en flexion la manifestation de la torsion, 
la force extérieure doit être appliquée au centre de flexion (fig. VI.25, a). 
Dans ce cas, la somme des moments des forces extérieures et intérieures par 
rapport à n’importe quel point de la section droite est nulle. 

Notons que si la section possède deux axes de symétrie, le centre de 
flexion coïncide avec le centre de gravité. 


$ 55. Contraintes subies par les sections obliques d’une poutre. 
Contraintes principales 


Il est établi que les sections droites d’une poutre sont soumises à des 
contraintes normales et tangentielles, alors que les sections longitudinales, 
seulement aux contraintes tangentielles *. 

Dans les sections obliques d’une poutre, par exemple suivant l’aire bc 
(fig. V1.26), apparaissent des contraintes normales et tangentielles dont le 
calcul peut se faire en appliquant les formules du $ 16. 

Pour déterminer les contraintes principales faisons appel à la formule 


11.37] : 
[1-37] o = g/2 + Vo? + 4r2/2. 


max 
min 


* Dans les limites des ailes de faible épaisseur des profilés les contraintes tangentielles ne 
sont pas grandes et ne sont pas représentées sur le diagramme de 7 (cf. fig. VI.27). 
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L’angle d’inclinaison des aires principales est donné par la formule [11.35] : 
tg 2ÿ, = 27/0. 


Les contraintes tangentielles maximales appliquées aux aires qui for- 
ment avec les aires principales un angle de + 45° se déterminent d’après la 
formule (11.32) : 


)/2 = + Vo? + 4r?/2. 


Tmax — ( max — Omin 
min 


Cette formule montre que la valeur des contraintes principales o_. et 
min 
des contraintes tangentielles maximales 7, est minimale aux points de la 
min 


Fig. VI.26 


section droite, où les contraintes normales et tangentielles sont importan- 
tes. Pour une poutre en H, par exemple, les contraintes principales sont 
ordinairement vérifiées pour le point B (point supérieur ou inférieur de la 
jonction des ailes avec l’âme (fig. VI.27)). Pourtant on a également intérêt 
à établir si l’augmentation des contraintes tangentielles ne déplace pas en 
bas le point dangereux. C’est un problème intéressant et nous proposons au 
lecteur de le résoudre lui-même. 


Fig. VI.27 


Il est également clair que suivant la longueur de la poutre les contraintes 
principales doivent être vérifiées pour les sections où les valeurs du moment 
fléchissant (qui détermine o) et de l’effort tranchant (qui détermine 7 ) sont 
simultanément maximales. 
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$ 56. Concentration des contraintes en flexion 


Au droit de la variation brusque du contour de la section longitudinale 
de la poutre, l’allure de la distribution des contraintes change brusquement 
et on observe alors leur concentration (fig. VI.28, a). Pour atténuer cette 
dernière, il faut éliminer les variations brusques du contour de la section 
longitudinale, en réalisant des raccords progressifs ou congés de raccorde- 
ment (fig. VI.28, b). 


Fig. VI.28 


Pour des matériaux peu plastiques et fragiles, l’influence de la concen- 
tration des contraintes sur la résistance statique est évaluée soit par le coef- 
Jicient théorique de la concentration des contraintes æ, calculé d’après les 
méthodes de la théorie de l’élasticité, soit par le coeffi cient efficace de la 
concentration K,, défini expérimentalement. A cet effet, on établit la charge 
de rupture à la flexion pour une éprouvette sans concentration des con- 
traintes o, et cette même grandeur pour une éprouvette susceptible de con- 
centration Ou, c° 

Le quotient K, = o,/o, | détermine pour l’éprouvette le coefficient 
efficace de la concentration. ‘La valeur de Æ° est donnée par les ouvrages de 
référence. 

Sous l’action des charges répétées (calcul à l’endurance) la concentra- 
tion des contraintes est prise en considération pour tous les matériaux 
qu’ils soient fragiles ou plastiques. 


$ 57. Energie potentielle de la déformation en flexion 


En flexion ainsi que sous d’autres déformations, le travail fourni par les 
forces extérieures est absorbé par la variation de l’énergie potentielle du 
corps de la barre déformée. 
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De même qu’il en a été pour une force extérieure concentrée (cf. for- 
mule [I1.44]), on peut montrer que le travail du moment extérieur M, peut 
se calculer d’après la formule 


W = M.5/2, (VI.20) 


où ÿ est l’angle de rotation de la section au droit de l’application du 


moment. 
Le travail élémentaire du moment fléchissant peut se calculer d’après la 


formule analogue à (11.45) : 
dW. = — Mdô/2. 
Or, en flexion on a (cf. fig. VI.16) 
dû = dz/o. 
Pour la courbure on a obtenu précédemment l’expression (VI.7) : 
1/p = M/(EI), 
donc 


Pour une poutre de longueur / le travail total des moments fléchissants 


dz. 


/ 


1 ([ M? 


0 


L’énergie potentielle de la flexion égale au travail des forces intérieures 
pris avec le signe opposé, se détermine suivant la formule 


À [VI.22] 


& 
I 
* 
I 


1 es 
ET 


0 


Dans le cas général de la flexion, en plus des moments fléchissants, les 
sections droites d’une poutre sont sollicitées par des efforts tranchants. 
Pourtant, l’énergie potentielle du cisaillement qui correspond au travail de 
l'effort tranchant est, comme le montrent les recherches, peu grande et 
ordinairement on la néglige. C’est pourquoi la formule [VI.22] convient 
aussi bien à la flexion pure qu’au cas général de la flexion. 


CHAPITRE VII 


FLEXION. DÉTERMINATION DES DÉPLACEMENTS 


$ 58. Equation différentielle de l’axe fléchi 
d’une poutre 


Sous l’action d’une charge une poutre fléchit. Ses sections se déplacent 
perpendiculairement * à l’axe initialement droit, tout en tournant simulta- 
nément (fig. VII.1). 

Le déplacement du centre de gravité de la section dans la direction per- 
pendiculaire à l’axe s’appelle flèche (notée f) au point (section) donné. 
L’angle 5 de la rotation de la section par rapport à sa position initiale 
s’appelle angle de rotation de la section. Si l’on tient compte que la section 


a) 
y > 0 ÿ M< 0 
f">0 f“<0 
Z Z 
b) 
z 


LAN TN 
0 M=< 0 
0 y f'>0 


Fig. VIL.1 Fig. VIL.2 


tournée est perpendiculaire à l’axe fléchi, on tire la conclusion qu’au lieu de 
calculer l’angle de rotation on peut déterminer l’angle qui lui est égal entre 
la tangente en ce point de l’axe fléchi et l’axe initial (fig. VII.1, où la flèche 
et l’angle de rotation sont donnés pour le point À). 


* En toute rigueur, les centres de gravité des sections droites d’une poutre subissent en 
flexion des déplacements perpendiculaires à l'axe, mais aussi des déplacements le long de 
l’axe, ces derniers étant si petits par rapport aux premiers qu'on ne les prend pas en considéra- 
tion. 
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Pour déterminer les déformations d’une poutre, profitons de l’équation 
K = 1/p = M/(ET), (VII. 1) 


qui associe la courbure de l’axe au moment fléchissant et à la rigidité de la 
section (cf. $ 52). 

Le cours des mathématiques donne la formule suivante pour la cour- 
bure d’une ligne : 


K = +f"/I1 + GP, (VII.2) 


où f° = df/dz; f°" = d’f/dz°. 
En portant cette valeur de ÆK dans la formule (VII.1), on obtient 


+f"/1 + PP? = M/ET). (VIL.3) 


(VII.3) est une équation différentielle exacte de l’axe fléchi d’une pou- 
tre (ligne élastique). L'intégration de cette équation non linéaire présente 
de grandes difficultés. Pourtant, pour la plupart des problèmes pratiques, 
la quantité (J'Y = tg?0 = 9? peut être négligée par suite de la petitesse 
des déformations devant l’unité. 

Les valeurs réelles des angles de rotation des sections est de l’ordre des 
millièmes de radian. Si même on adopte Ÿ = 0,01 rd, dans ce cas-là aussi 
la quantité 9? = (f Ÿ est négligeable par rapport à l’unité. 

En rejetant (/'} du dénominateur de la formule (VII.3), on obtient 
l'équation différentielle approchée de l’axe fléchi 


+EIf" = M, (VIT. 4) 


dont l’intégration ne présente pas de difficultés. Le choix du signe est déter- 
miné par le système de coordonnées adopté. Pour le système de la figure 
VII.2, a on a les mêmes signes pour la courbure K = f” et le moment M. 

Par conséquent, dans ce système de coordonnées l’équation (VII.4) doit 
être appliquée sous la forme 


EI" = M. [VIL.S] 


Pour le système de coordonnées adopté sur la figure VII.2, b, ff” et M 
ont des signes différents. Par conséquent, pour ce cas l’équation (VII.4) 
doit s’écrire 

Elf" = -M. (VII.6) 


Par la suite, nous utiliserons le système de coordonnées représenté sur 
la figure VII.2, a et l’équation différentielle de l’axe fléchi sous la forme 
[VIIL.S)]. 

Pour calculer les angles de rotation 9 = f” et les flèches f, il faut inté- 
grer l’équation [VIL.S], ce qui peut se faire de trois façons, par la méthode 
analytique, grapho-analytique et graphique. 
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Examinons le mode analytique. En intégrant une fois l’équation 
[VIL.S], on aboutit à l’équation de l’angle de rotation 


Elf" = (Mdz + C, (VII.7) 


où C'est la constante d’intégration. 
En l’intégrant une deuxième fois, on obtient l’équation des flèches 


Elf = (dz (Mdz + Cz + D, (VIL.8) 


où D est la deuxième constante d’intégration. 

Les constantes d’intégration Cet D sont déterminées à partir des condi- 
tions d’appui de la poutre (conditions aux limites). Ainsi, pour une poutre 
encastrée par une extrémité (cf. fig. VII.1) au droit de l’encastrement la flè- 
che, tout aussi bien que l’angle de rotation de la section, doit être nulle. 
Pour une poutre reposant sur les deux extrémités, ” ces deux extrémités, la 
flèche doit être nulle. 

En calculant les constantes d’intégration, on peut déterminer à l’aide 
des équations (VII.7) et (VII.8) l’angle de rotation et la flèche d’une section 
quelconque. 

Dans de nombreux cas, d’après les critères de service, les flèches maxi- 
males des poutres sont limitées par une grandeur définie, la flèche admissi- 
ble f.am- Celle-ci dépend de la destination de l’ouvrage ou de la machine. 
Par exemple, pour les poutres de pont roulant on adopte 


fan = (1/600 à 1/700)/, 


où / est la travée de la poutre. 


rss 
eo» 
um © 


Fig. VIIL.3 


En construction mécanique, la norme de la flèche maximale varie dans 
des limites assez larges ; on adopte suivant la destination de la pièce 


Jadm = (1/1000 à 1/300)/. 


Les angles d’inclinaison maximaux des sections d’appui des arbres sur 
les paliers à rouleaux ne doivent pas dépasser 0,001 rd. 


Exemple VIL.1. Déterminer /_. et Ü ., pour une console chargée par une force concen- 
trée à l'extrémité (fig. VI1.3). 
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Solution. Plaçons l’origine des coordonnées à l’extrémité gauche de la poutre. Dans la sec- 
tion d’abscisse z le moment fléchissant est calculé comme le moment des forces extérieures 
appliquées entre la section et l’origine des coordonnées : 


M. = —Fz. 


e 


Donc, 
Elf" = —F:. 


Intégrons la première fois : 
EN = -F:?/2 + cC. 
Intégrons la deuxième fois : 
| Elf = —Fz3/6 + Cz + D. 


Pour déterminer C et D, on a les conditions suivantes : 

1) pour z = {, f = 0; 2) pour z = /, ÿ = f” = 0. 

De la deuxième condition on tire C = F12?/2. La première condition donne 
0 = —F1*/6 + F1?/2 + D, d'où D = —F1?/3. Maintenant, on peut calculer f et 5 


max 
Il est pratiquement clair qu’ils ont lieu avecz = 0. En posant dans les formules z = 0, il vient 


Lux = Vmax = F1/QET) : Joux = — FI7/GET). (VIL.9) 
La valeur positive de l’angle de rotation Ÿ montre que la section tourne dans le sens antiho- 


raire. La valeur négative de f montre que le centre de gravité de la section se déplace en bas, 
c’est-à-dire dans le sens des valeurs négatives des ordonnées de /. 


Portons notre attention sur le fait que 
C = Elô, (VIL.10) 


et 
D = Elf» (VIL.11) 


où /, est la flèche à l’origine des coordonnées ; Ÿ,, l’angle de rotation à 
l’origine des coordonnées. 

Si l’on calcule les moments fléchissants des forces appliquées entre la 
section et l’origine des coordonnées des poutres à un seul tronçon sollicité, 
les relations (VII.10) et (VII.11) sont toujours valables. Ceci reste égale- 
ment valable pour les poutres quel que soit le nombre de tronçons sollicités, 
si l'intégration indéfinie de l’équation (VII.S) est remplacée par le mode de 
l'intégration définie (cf. $ 59). 

En chargeant l’éprouvette d’après la figure VII.3, il est très simple de 
déterminer le module d’élasticité du matériau. Supposons qu’à la charge F, 
correspond la flèche jf, de l’extrémité de l’éprouvette. Alors, la formule 
(VIT.9) donne la valeur du module d’élasticité. 


E = FP/G1f). 


La détermination du module d’élasticité par essais des éprouvettes à la 
traction est une procédure plus compliquée. 
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8 59. Déplacements dans plusieurs tronçons sollicités 
et rigidité variable des poutres. 
Equations universelles 


Si une poutre subit l’action d’une charge composée (fig. VII.4), la loi de 
variation des moments fléchissants dans des tronçons différents s'exprime 
par des équations différentes. L’équation différentielle de l’axe fléchi doit 
être établie pour chaque tronçon. 


| 
| | VI(z-b) L 
| 
| | Au 
| 1/4(Z-C) 


Fig. VII.4 


Le nombre de constantes d’intégration est égal au double du nombre de 
tronçons. Pour calculer ces constantes, on peut toujours composer un 
nombre suffisant d’équations, en utilisant les conditions aux appuis des 
poutres et les conditions aux extrémités des tronçons connexes, où les flè- 
ches et les angles de rotation sont égaux entre eux. Toutefois, ce mode de 
résolution est très compliqué. 

I devient plus simple si l’intégration indéfinie de l’équation [VII.S] est 
remplacée par l’intégration définie. On parvient ainsi à obtenir une inter- 
prétation grapho-analytique commode. 

Considérons toujours l’équation différentielle [VII.S]. Intégrons-la 
encore une fois dans les limites de zéro à z en posant pour le moment 
EI = const : 


= A (2) 
EI (do = (Mdz = ( dA, (VIL.12) 
0 


A (0) 


où dA° = M dz est la différentielle de l’aire du diagramme de M 
(fig. VIL.S). 
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Après l’intégration, on tire de (VII.12) : 
EI = EIÔ, + A°(z) — À (0) = EI, + ÀA° — A0) 
ou 
EI = EI, + A. (VII. 13) 


Ici À ‘(z) = À ‘ est la partie rejetée du diagramme de M, c’est-à-dire l’aire 
du diagramme entre l’origine des coordonnées et la section courante, où 


- Fig. VILS 


l’on détermine les déplacements ; À ‘(0), l’aire rejetée pour la section pas- 
sant par l’origine des coordonnées, égale évidemment à zéro. 
Ecrivons l’équation [VII.13] sous la forme 


EI _ = EID, + A2). (VII. 14) 
Intégrons-la de 0 à z : 
J 2 = z SE) 
EI |df = El, (d z + (A ‘(zh z = El, [dz + (| dS.  (VIr:15) 
Jo 0 0 0 S0) 


Ici dS = À ‘(z)dz est la différentielle du moment statique de l’aire reje- 
tée du diagramme de M. 
Après l’intégration, (VII.15) devient : 


Elf = Elf, + EI0,2z + S(z) — S(0) = Elf, + El,z +S$, 


m,n’? 


[VIL.16] 


où S() = 5, , = À Z est le moment statique de l’aire rejetée du dia- 
gramme de M par rapport à la section courante ;-S(0), le moment statique 
de l’aire rejetée par rapport à la section qui passe par l’origine des coordon- 
nées ; il est nul du fait que À (0) = 0. | 

Ainsi, en flexion des moments angulaires et linéaires sont déterminés 
par les formules [VII.13] et [VII.16]. 
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Si dans les différents tronçons de la poutre la rigidité est différente, au 
lieu des formules [VII.13] et [VII.16] 


J'=Ù = Ùù + Au; [VIL.17] 
L = Jo + do7+ Sas [VIL.18] 


où À, est l’aire réduite rejetée du diagramme des moments, c’est-à-dire du 
diagramme dont les ordonnées sont divisées par ET ; S°,,, le moment stati- 
que par rapport à la section envisagée de l’aire rejetée réduite du dia- 
gramme des moments. 

Le tableau VII.1 donne les diagrammes les plus fréquents des moments 
fléchissants avec indication de leurs aires et des positions du centre de gra- 


vité (2). 


Tableau VII. 1 
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Voici la règle des signes pour l’utilisation des formules [VII.13] et 
[VIL.16], ainsi que des [VII.17] et [VII.18] : l’aire À ‘est considérée posi- 
tive si le diagramme de M est positif, et négative si le diagramme est néga- 
tif ; le moment statique S,, , est considéré positif si À “est positive, et néga- 
tif si À ‘est négative. 

Si la rigidité de la poutre est constante, les formules [VII.13] et [VII.16] 
peuvent se mettre sous une forme analytique. Faisons-le pour trois types 
des forces extérieures représentées sur la figure VII.4. Construisons les dia- 
grammes des moments fléchissants pour chaque sollicitation. 

D’après les formules [VII.13] et [VII.16], on obtient les formules sui- 
vantes en calculant les surfaces et les moments statiques (par rapport à la 
section courante) des aires rejetées des diagrammes : 


EIS = Ed, + M. — a) + F(z — b)/2 + q(z — c}/6; [VIL19] 


Elf = Elf, + El0,z + M{z — a)/2 + F(z — b}/6 + q(z — cY/24. 
[VIL.20] 


Dans le cas de l’action simultanée de plusieurs forces extérieures, les 
équations des angles de rotation et des flèches (d’après le principe de l’indé- 
pendance de l’effet des forces) s’écrivent 


Elf" = El = EI, + D MG = a) + 


FG — b} ga -c}. 
+ x ET + D 1€ ; (VIL.21) 
Elf = Elf, + El,z + D Er F 

F@G — b} g& — c} 
” D ET + D 1e 2. (VIL.22) 


Ces équations s’appellent équations universelles de l'axe fléchi d’une 
poutre. Dans ces formules figurent avec leurs signes toutes les forces exté- 
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Fig. VIL6 


rieures (y compris les réactions d’appui) appliquées entre l’origine des coor- 
données et la section d’abscisse z pour laquelle on détermine les déplace- 
ments. Les forces extérieures représentées sur la figure VII.4 entrent dans 


164 


les équations universelles avec le signe plus, et les forces extérieures orien- 
tées dans le sens opposé, avec le signe moins. 

Il importe de noter que le dernier terme de ces équations n’est justifié 
que dans le cas où la charge répartie n’est pas coupée avant la section où 
l’on détermine f ou Ÿ. Mais si la charge est coupée, il convient de la prolon- 
ger jusqu’à la section donnée, tout en ajoutant une charge égale en valeur 
absolue mais de signe opposé (fig. VII.6). 

L’inconvénient des équations universelles est qu’elles ne se prêtent pas à 
la détermination immédiate des déplacements dans les poutres dont les 
tronçons différents ont une rigidité El différente. 

Il faut alors employer la méthode de Mohr (cf. dans ce qui suit), qui est 
la méthode générale de la détermination des déplacements, ou recourir aux 
formules [VII.17] et [VII.18]. 


$ 60. Exemples de détermination des déplacements 
en flexion par la méthode grapho-analytique et d’après 
les équations universelles 


Exemple VII.2. Déterminer la flèche de l'extrémité libre de la console sollicitée par une 
charge concentrée à l'extrémité (fig. VII.7, a). 

Solution. Plaçons l’origine des coordonnées au droit de l’encastrement ; alors, f, = 0 et 
d, = 0. Construisons le diagramme des moments fléchissants. Le centre de gravité du dia- 
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Fig. VIL.7 


gramme se trouve à 2//3 de l'extrémité droite. Déterminons, d’après la formule [VII.13], Ed, 
comme l’aire du diagramme de M entre l’origine des coordonnées et la section B : 


EIS, = A° = -Fl172 = —Fl/2. 
On retient le signe moins du fait que le diagramme est négatif ; d’où 
0, = —Fl?/(2ET) (dans le sens horaire). 


Calculons la formule [VI1.16] pour la flèche en tant que moment statique de toute l’aire du 
diagramme par rapport à la section B : 


Eln = S$ = — 1/2F1-41-2/31 = -F°/3, 
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d'où f, = —F°/(3ET) (dans le sens négatif de l’axe y, c'est-à-dire en bas). Pour le calcul de 
Sg» on prend le signe moins parce que le diagramme de M est négatif. 

Exemple VII.3. Déterminer la flèche de l'extrémité libre de la console représentée sur la 
figure VII.7, b. 

Solution. Plaçons l’origine des coordonnées au droit de l’encastrement ; alors, f, = 0; 
D = 0. «Stratifions» le diagramme des moments fléchissants, c’est-à-dire représentons-le 
comme la somme des diagrammes de l’action de chaque force (deux triangles). 

Calculons l’angle de rotation d’après la formule {VII.13)] : 


EI9, = A° = —0,5-2F1-2 — 0,5F1-1 = —2,5F1? (dans le sens horaire). 
D’après la formule [VII.16] établissons la flèche 
EUn = Sx = —0,5-2F1-21-4/3 — 0,5F1-1-51/3 = —3,5FP (en bas). 


L’aire et le moment statique du diagramme des moments sont pris avec le signe moins 
parce que le diagramme de M est négatif. 

Exemple VII.4. Déterminons la flèche sous charge pour la poutre représentée sur la figure 
VIL.8. 

Solution. Plaçons l’origine des coordonnées à l’extrémité gauche ; alors, /, = 0. Dres- 
sons le diagramme de M. 
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Fig. VIL.8 Fig. VII.9 


Pour calculer d,, faisons appel à la condition 0. 2 = O(en vertu de la symétrie de l’axe 
fléchi de la poutre). [VII.13] entraîne 


EI = EId, + ÀA° = EI res 
z=l72 0 0 224 , 


d'où EI0, = —F1?/16 (dans le sens horaire). 
L'aire À “est affectée du signe plus du fait que le diagramme de M est positif. 
D'après [VII.16], on a 
\ Fi! ; F5 1! FI F 


EE, = -—-+$S = — + = — ___  (enbas). VI.23 
sé 16 À 32 2246 D EU A 
Pour calculer S; on retient le signe plus parce que le diagramme de M est positif. 

Cet exemple peut être résolu d’une façon bien plus simple si l’on place l’origine des coor- 


données au point K. Alors, f, = d, = 0. Le déplacement du point B par rapport au point K 
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se trouve en appliquant [VII.16] : 


EY, Se = DA 2h (en haut) 
= _——- = — ut). 
BB 24232 48 


Par conséquent, f,, = —f, = —F1?/(48ET) (en bas). 

Exemple VII.S. Déterminer la flèche de l’extrémité libre de la poutre représentée sur la 
figure VIL.9, a. 

Solution. Plaçons l’origine des coordonnées au droit de l’encastrement ; alors, J) = 0e 
d, = 0. Construisons le diagramme de M et le diagramme réduit de M, ,, où les ordonnées de 
M sont divisées par la rigidité de la poutre (fig. VII.9, b). La formule [VII.17] conduit à 


= Van - IfR ANI A 
Pis a 2 \ EI 2EI 2 EI 


5 F1 . 
= —— ——— (dans le sens horaire). 
4 EI 


En divisant le diagramme en trois figures simples Z, 2, 3, on obtient à l’aide de {VII.18] 
Ja = =—-—1-1- —1-1- 
B réd > 


1 FI s 3 ] 
— —— 1-1 = —1,SFT /EI (en bas). 
2 2EI 3 


Exemple VII.6. Calculer la flèche de la section au milieu de la poutre représentée sur la 
figure VII.10, a. 

Solution. Plaçons l’origine des coordonnées à l'extrémité gauche de la poutre ; alors 
J, = 9. Construisons le diagramme de M et le diagramme de M, ,, où les ordonnées de M sont 
divisées par la rigidité de la poutre (fig. VII.10, b). 
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Fig. VII.10 


Pour déterminer Ÿ, recourons à la condition f.,,, = 0 (en vertu de la 
symétrie du problème). 
La formule (VII.17) amence fe = 0, + Au = Oou 
A 2 F ! 
D +-— + —-=0, 
2 EI 2EI 2 
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d'où d, = Re (dans le sens horaire). Calculons la flèche avec z = 1,5/ 
d’après la formule [VII.18] : 


f . : 3#3,,/A5,, MII 31 LE 
Fi, LPS ) Fed 4 E2 2EÆEI6 2EI 2 4 4 EI 


Cet exemple peut se résoudre d’une façon bien plus simple, en utilisant la symétrie et en 
plaçant l’origine des coordonnées en K. Alors, la formule [VII.18] donne le déplacement du 
point B par rapport au point K (pour f, = ÿ, = 0) 

[ F2, ll F5, 31F 


J = Su == —"1+-—2"1 =" (en haut). 
B 2 E13  272EI4 48EI 


Donc, f, = —f, = —31F1*/(48ET) (en bas). 
Exemple VII.7. Déterminer d’après les équations universelles la flèche et l’angle de rota- 
tion maximaux de la console sollicitée par une charge uniformément répartie (fig. VII.11). 
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Solution. Le plus avantageux est de placer l’origine des coordonnées à l’extrémité gauche 
de la poutre, du fait qu'alors f, = 0 ; d, = 0. 

Par conséquent, les équations universelles (VII.21) et (VII.22) permettent de calculer 
d'emblée f_. et  . qui, comme le montre le dessin, ont lieu dans la section z = /. 

Pour utiliser les équations nniverselles, il faut, comme il l’a été déjà dit, prendre les forces 
et les moments appliqués entre la section donnée et l’origine des coordonnées. A cet effet, cal- 
culons au préalable le couple de réaction et la force de réaction au droit de l’encastrement. 

La force de réaction R, = gl est dirigée en haut. Dans les équations universelles elle 
figure avec le signe plus. L£ couple de réaction M, = gl?/2 est dirigé dans le sens antiho- 
raire. Il faut le prendre avec le signe moins. 

La distance entre l’origine des coordonnées et le couple, la réaction d'appui et l’origine de 
la charge uniformément répartie est nulle : a = b = c = 0. 

Calculons f pour z = /, c'est-à-dire jf. 


ga qgU-0P  q{i— 0) ql° 


Ma z Ÿ 6 ns 
Donc, 
Sax = 91° (BET) (en bas). (VIL.24) 
L'équation universelle des angles entraîne 
Ef.. = _Fg-p+r®_ a _ 
2 2 6 6 
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Ainsi, 3 
Jnax = Vmax = —9/”/(GET) (dans le sens horaire). (VIL.25) 


Exemple VII.8. Calculer f_. et /_.,, d’une console sollicitée par le couple M, appliqué à 


l’extrémité libre (fig. VII.12). 

Solution. Plaçons l'origine des coordonnées à l'extrémité gauche de la poutre. Alors, 
Jo = 9 3%, = 0. Les réactions d’appui sont R 4 = 0, alors que M, = M ctil est dirigé dans 
le sens antihoraire. 
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Fig. VII.12 Fig. VIL.13 


Les valeurs de f. et f_., sont enregistrées à l'extrémité droite de la poutre pour z = |. 
En appliquant les équations universelles, il vient 


Eaux = MU - 0ÿ/2 = -M?/2, f.., = -M{?/(2E)(enbas);  (VIL.26) 
En = -MU-0)=-MI; gg, = —-MI/ET) (dans le sens horaire).  (VII.27) 


Exemple VII.9. Déterminer /., et #.,, pour la poutre représentée sur la figure VII.13. 
Solution. En vertu de la symétrie, les réactions sont 


R, = Rg = ql/2. 


Plaçons l'origine des coordonnées au droit de l’appui gauche. Alors, f, = 0. Pour calculer ÿ,, 
utilisons la condition que pour z = /, f = 0.Ona alors 
qu _qu- 0 


Ef. _, = EI + — ——— — ——— = 0, 
z 1 0 2 6 24 


d'où 9, = —ql°/(24ET) = 5,. Il est clair que 5, = d,. 
Notons que les angles de rotation maximaux sont enregistrés aux sections d'appui. 
La flèche maximale a lieu au milieu de la travée : 


EY. Re en 
Vin 24 2 6 24 384 


Donc, 
Sax = —5ql*/(384ET) (en bas). (VIL.28) 


Exemple VII.10. Calculer la flèche maximale et l’angle de rotation aux appuis pour une 
poutre sollicitée au milieu de la travée par une force concentrée (fig. VII. 14). 

Solution. Les réactions sont égales à F/2 chacune et sont dirigées de bas en haut. 

Plaçons l'origine des coordonnées à l’extrémité gauche, alors f, = 0. Pour calculer d,, 
appliquons la condition qu'avec z = / la flèche de la poutre est nulle (f = 0) * : 
FU—-0P F(U-1PR} 


* Dans ce cas-là , peut également se calculer d’après la condition qu’au milieu de la tra- 
vée la tangente à la ligne élastique est horizontale, c’est-à-dire Je = 12 = 9. 
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d'où E19, = —F?/16. Par conséquent, 9, = 94, = 9,2, = —Æ2/(16ET). En vertu de la 
symétrie, l’angle de rotation sur l’appui droit 9, = —0, = Fl?/(6ET). 
La flèche maximale j =, In: donc, 
FÊI F(V2 _  FP 


= ——+-— = — —, 
EUmax 22 2 6 48 


Finalement, 
= — F/(48EI) (en bas). (VII.29) 


Fig. VII.14 


Exemple VII.11. Déterminer les flèches aux points D et C et l’angle de rotation au point B 
de la poutre représentée sur la figure VII.15. Le moment d'inertie de la section de la poutre 
I = 13 380 cm* = 13 380-1075 m“ (poutre en H n° 36) ; E = 2: 10° MPa. 

Solution. Calculons les réactions d'appui : 


1 Ÿ M, =0:R,-4 + 40-3 — 80 — 40-1 — 40-2 = 0, R, = 20kN. 
2. D Y =0;-20 - 40 + R, — 40 — 40 = 0, R, = 140 KN. 


Plaçons l’origine des coordonnées au droit de l’appui gauche. Alors, J) = 0. L'angle D, Se 
calcule suivant la condition qu'avec z = 4 m, f = 0. 
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Fig. VIL.1S 


L'équation universelle amène qu’avec z = 4 m, on a pour les flèches 
80 (4 — 2} 20(4— 0) 20 (4 — 0) , 2G@- 2) û 


| = El0,*4 + 
EU «à js 6 24 24 

La charge répartie cessant d’agir au point D, d’après ce qui a été dit, prolongeons-la 
jusqu'à l'extrémité, tout en introduisant dans le tronçon DB une charge compensatrice dirigée 
dans le sens opposé. Le dernier terme tient précisément compte de la charge répartie qui agit 
de bas en haut (sur la figure ces transformations de la charge ne sont pas indiquées). 
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Après les calculs, on obtient d, = Ô, = 63,3/(ET). Calculons les flèches au point C 
(z = 6 m): 


Elf. = 63,36 + 80 (6 — 2} _ 20(6 - 1) 
2 6 
PA C0 Ce MP LE Ce LI 
6 24 24 24 
= —393 kKN°m°? = —0,393 MN - m° ; 
au point D 
EU, = 63,32 - A CE 86,7 kKN-m° = 0,086 MN:m°. 
6 24 
On obtient finalement 
— 0,393 — 0,393 
7 D D AT ETC PTS & —0,0148 m = — 1,48 cm ; 
Re = 0,00324 m = 0,324 cm. 


Déterminons l’angle de rotation au point B. D’après l’équation universelle, avecz = 4 mona 
pour les angles de rotation 


| 20-4 204 
EU; = 63,3 + 80 (4 — 2) - ee 
20 (4 — 2 
PET, —123 KN-m° = —0,123 MN:m?, 
0,123 0,123 
DO De à 0 ‘4 


$ 61. Théorème de réciprocité des travaux. 
Théorème de réciprocité des déplacements 


Démontrons le théorème d’un grand intérêt pour les applications appelé 
théorème de réciprocité des travaux ou théorème de Betti, savant italien qui 
a été le premier à l’énoncer. A cet effet, considérons un système linéaire- 
ment déformable en deux états différents qui correspondent à deux charges 
différentes (fig. VII.16). Pour simplifier les calculs, considérons une poutre 
simple soumise en deux états à la charge la plus simple (à une force concen- 
trée). La charge, les efforts intérieurs et les déformations relatifs à ces deux 
états sont affectés d’indices 1 et 2. 

La figure VII.16, a visualise le premier état du système, et la figure 
VII.16, b, le deuxième. 

Le déplacement dans le sens de la charge en premier état produit par 
cette même charge est noté A... Le déplacement dans le sens de la charge en 
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deuxième état produit par l’action de la charge du premier état est noté A... 
Les notations du déplacement en deuxième état sont données par la figure 
VIL.16, b. Les déplacements dont les notations comportent deux mêmes 
indices, par exemple, A,,, A,,, sont dits principaux, et ceux de la forme A;., 
A;,, etc., accessoires. Démontrons maintenant le théorème de réciprocité 
des travaux et notamment : /e travail des forces extérieures du premier état 
dans les déplacements du deuxième état est égal au travail des forces du 
deuxième état absorbé par les déplacements provoqués par les forces du 
premier état. 

Pour démontrer le théorème, appliquons à la poutre les forces F et F,, 
l’ordre de leur application étant différent. 

1. Appliquons d’abord la charge F,, puis faisons subir à la poutre 
déformée la force F, (fig. VIL.17, a). 


a) 
1-er état 


Fig. VIT.16 Fig. VIL.17 


Calculons le travail effectué dans ces conditions par les forces extérieu- 
res. 

Le travail de la force F, sur son déplacement A,, produit par cettemême 
force est W,, = F,A,,/2 (cf. formule [I1.44]). Le travail effectué par la 
force F, sur son propre déplacement A,, est W,, = F,4,,/2. 

Le travail auxiliaire de la force F, sur le déplacement A,, dü à la force 
F, est W,, = F,A,.. 

Portons notre attention sur le fait que dans le calcul de W,, le facteur 
1/2 disparaît, du fait que la force F, sur le déplacement A, effectue un tra- 
vail tout en restant constante. 
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Le travail total réalisé par les forces extérieures suivant le premier mode 
(succession) de sollicitation 
W=W, +W, + W.. 


Le travail W,, réel de la force sur les déplacements produits par une 
autre force est dit complémentaire. Pourtant, il se peut que ce travail ne se 
réalise pas et n’est envisagé que comme une éventualité, c’est-à-dire tel 
qu’il aurait lieu si l’on applique au système les deux charges simultané- 
ment. Un tel travail est dit virtuel (possible). 

Dans les calculs qui suivent nous ne ferons pas de différence entre le tra- 
vail complémentaire et le travail virtuel. 

2. Chargeons maintenant la poutre dans une autre succession : appli- 
quons d’abord la force F,, puis la force F, (fig. VIL.17, b). Le travail effec- 
tué par la force F, sur son propre déplacement A,, 


W., = F,A,,/2. 
Le travail de la force F; sur son propre déplacement A,, 

W,, = F,A,,/2. 
Le travail de la force F, sur le déplacement A,, 

W;, = F;:. 
Le travail total en deuxième mode de sollicitation 
Wi=W, +W, + W.. 
Toutefois, le travail des forces ne dépend pas de l’ordre de leur applica- 
tion. Par conséquent, W, = W,,, d’où 


W, = W, (VIL.30) 


ou, pour le cas envisagé, 
FA, = FA,.. (VIL.31) 


Ceci démontre le théorème de la réciprocité des travaux virtuels des for- 
ces extérieures. Nous l’avons démontré sur l’exemple des charges extérieu- 
res concentrées. Or, ce théorème est également justifié pour toute charge 
extérieure qu’elle soit concentrée ou répartie, ou encore due aux moments 
extérieurs. Il convient seulement de retenir que le travail des moments se 
calcule non pas sur les déplacements linéaires, mais sur les déplacements 
angulaires. 

D'une façon analogue, on peut démontrer la réciprocité du travail vir- 
tuel des forces intérieures : 

Wi, = Wi.. (VII.32) 

Le travail virtuel, par exemple Wi d’un élément de poutre de longueur 
dz vaut en valeur absolue (fig. VII.17, c, d) 


dWi, = Mid. (VIL.33) 
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D’après le dessin, 
P dd, = dz/p,. 


Mais 1/9, = M,/(ED) [cf. formule (VI.7)]. Donc, dÿ = M,dz/(ET) ; par 
conséquent, | 
dWi, = MM,dz/(ŒED). 
Le travail virtuel W, pour toute la poutre de longueur / 


! 


Wi, = que dz, (VIL.34) 


0 


où M, et M, sont les valeurs courantes des moments fléchissants en premier 
et en deuxième états. 

Portons notre attention sur le fait que dans cette formule, tout comme 
dans celle du travail virtuel des forces extérieures, le facteur 1/2 ne figure 
pas. 

D'une façon analogue, on peut montrer que le travail des forces inté- 
rieures en deuxième état sur les déplacements produits par les forces inté- 
rieures du premier état peut se calculer d’après la formule : 


{ 


Wi, = pe dz. (VIL.35) 


0 


En comparant les expressions (VII.34) et (VII.35), on voit qu’en effet 
Wi, = Wi,, puisque 


! 


l 
MM, _ MM, 
Î EL % | LL 


0 0 


Ceci démontre la réciprocité du travail virtuel des forces intérieures. 
En utilisant la loi de la conservation de l’énergie, on peut montrer que le 
travail supplémentaire des forces extérieures est égal en valeur absolue au 
travail supplémentaire des forces intérieures : W,, = Wi,. En effet, lors- 
que le système est soumis à la force F,, les forces extérieures effectuent le 
travail W,, = F,A,,/2, et les forces intérieures, le travail (cf. $ 57) 
! 
l { Midz 


W, = -- ‘ 
2 J EI 


0 


En vertu de la loi de la conservation de l’énergie, on a 
! 


[use 
EI 
0 
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Pour la sollicitation ultérieure du système par la force F,, on a, d’une 
façon analogue, DE à 


> Flo =3 Ro 


0 


D'autre part, lorsque le système subit la force F., le travail complémentaire 
réalisé par la force F; est | 
W,, = FA, 


et par les forces intérieures, 


: M,M, 
W, = [mas EI 2 dz, 
0 


En vertu de la loi de la conservation de l’énergie, le travail W,, doit être 
égal au travail W, : 


W,, = Wi, ; d’une façon analogue, W.,, = Wi.. [VIL.36] 
Ce qui vient d’être dit implique également 
W,=W = W, = W. [VI.37] 


Ces relations sont utilisées par la suite pour justifier la méthode géné- 
rale de la détermination des déplacements (méthode de Mohr). 

Le théorème de la réciprocité des travaux conduit en tant qu’un cas par- 
ticulier à.un autre théorème important, celui de {a réciprocité des déplace- 
ments (théorème de Maxwell). 

En adoptant F, = F, = 1, on obtient d’après la formule (VII.31) à 
partir du théorème de Betti 


ô) = [VIL38] 


Ici les déplacements produits par les forces égales à l’unité (forces unitaires) 
sont notés ô,,, 6,,, etc., au lieu de A,,, 4,., etc., adoptés pour la notation 
des déplacements produits par des forces quelconques. 

Le déplacement du point d'application d’une force unitaire dans le sens 
de sa direction, provoqué par une deuxième force unitaire, est égal au 
déplacement du point d'application de la deuxième force unitaire dans le 
sens de la direction de celle-ci, résultant de l'action de la première force 
unitaire. 


8 62. Détermination des déplacements par la méthode de Mohr. 
Règle de Vérechtchaguine 


Examinons maintenant la méthode générale de détermination des 
déplacements pour tout système déformé linéairement sous une charge 


175 


quelconque. Cette méthode est proposée par le savant allemand éminent 
O. Monr. 

Supposons, par exemple, qu’il soit nécessaire de calculer le déplacement 
vertical du point B de la poutre représentée sur la figure VII.18, a. Notons 
par / l’état (sollicitation) donné. Choisissons un état auxiliaire de la même 
poutre à force unitaire (adimensionnelle) appliquée au point B dans la 
direction du déplacement cherché. Désignons par #£ l’état auxiliaire 
(fig. VIL.18, b). 


PP 
Etat k 
Fig. VIL.18 


Calculons le travail des forces extérieures et intérieures de l’état auxi- 
liaire sur les déplacements résultant de l’action des forces de l’état de solli- 
citation. 

Le travail des forces extérieures est égal au produit de la force unitaire 
par le déplacement cherché v, : 


W, = l'u,, 


et le travail des forces intérieures, à l’intégrale 
! 
me = fre 


0 


Mais, en vertu de l’égalité [VIL.37], on a W,, = W}, ou 


l 
= [A | [VIL.39) 
0 


C’est ce qu’on appelle l’intégrale de Mohr qui permet de calculer le 
déplacèment en un point quelconque d’un système déformé linéairement. 
Dans cette formule sous le signe d’intégration le produit M x M, est positif si 
les deux moments fléchissants sont de même signe, et négatif si M, et M; 
ont des signes différents. 
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Si le déplacement angulaire était déterminé pour le point B, il faudrait 
en état £ appliquer au point B un moment égal à l’unité (adimensionnel). 

Si tout déplacement (angulaire ou linéaire) est noté A, l’intégrale de 
Mohr s’écrit : 


Û 


M.M 
A = k : Il. 
EI (VII.40) 


0 


Dans le cas général, l’expression analytique de M, et M, peut différer 
suivant les tronçons différents de la poutre ou, en général, d’un système 
élastique. C’est pourquoi, au lieu de (VII.40), on peut utiliser une formule 
plus générale 


M, M..dz 
= ) | a Cab dore 
A | ET (VII.41) 


Si les barres du système travaillent à la flexion et à la traction, au lieu de 
(VII.41), il faut utiliser la formule 


! l 
a= Y Fe . (ie A (VIL.42) 
EI EA 


Dans le cas particulier, où les barres travaillent seulement à la traction 
ou à la compression (treillis), la formule des déplacements devient 


À = D (EE. (VIL.43) 


Dans cette formule, le produit NN, est positif si les deux efforts sont 
une traction ou une compression. 

Ordinairement, comme le montrent les calculs comparatifs, le calcul 
des portiques dans lesquels les barres travaillent simultanément à la flexion 
et à la traction (compression), les déplacements peuvent être déterminés en 
ne tenant compte que des moments fléchissants, l’action des efforts nor- 
maux étant très faible. 

Comme nous l’avons déjà dit (cf. $ 57), dans les cas courants on peut ne 
pas prendre en compte l’action des efforts tranchants. 

Si les états f et £ sont analogues, au lieu des formules (VII.41), (VII.42) 
et (VII.43), on obtient , 


: M'dz . 
= 2. mr: (VIL.44) 
0 
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[l 
: M'dz N'dz. 
À = y ES + D Er: (VIL.45) 
0 


= } PE. (VII.46) 


Le calcul immédiat de l’intégrale de Mohr (VII.40) peut être remplacé 
par le mode grapho-analytique ou la méthode de multiplication des dia- 
grammes, ou encore la règle de Vérechtchaguine. 

Considérons deux diagrammes des moments fléchissants, dont l’un, 
celui de M,, est d’un contour arbitraire, alors que l’autre, celui de M,, est 
rectiligne (fig. VII.19, a, b). 


Fig. VIL.19 


Admettons que la section de la barre du tronçon BD soit constante. 
Dans ce cas, 


La grandeur M,dz est l’aire élémentaire dA, du diagramme de M, 
(hachurée sur la figure). Ainsi, 


D D 

| M,M,dz = | M,dA,. 
B B 

Mais M, = ztg a ; donc, 


D D 
| M,dA, = tg a | zd4,. 


B B 
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D 
Or, zdA F est le moment statique du diagramme de M, par rapport à un 

B 
certain axe y passant par le point © et égal à À Le » où À | Est l’aire du dia- 
gramme des moments ; z,, la distance entre l’axe y et le centre de gravité du 
diagramme de M,. 

Le dessin montre que z. = M,./tg «, où M, est l’ordonnée du dia- 
gramme de M, sous le centre de gravité du diagramme de M, (sous le point 
C). Donc, 


[ M,dA, = tg a | zd4, = t8aA,z = A,M,,, (VIL.47) 


c’est-à-dire que l’intégrale cherchée est égale au produit de l'aire du dia- 
gramme de M, (quel que soit le contour) par l’ordonnée du diagramme rec- 
tangulaire de M, sous son centre de gravité. 

Finalement, pour déterminer les déplacements, on a la formule de 
Vérechtchaguine suivante 


44, = AMy/ET). [VIL.48] 


On admet que la quantité 4,M,. est positive si les deux diagrammes 
reposent du même côté de la barre, et négative s’ils se trouvent des côtés 
différents. Le résultat positif de la mutiplication des diagrammes signifie 
que la direction du déplacement coïncide avec la direction de la force (ou 
du moment) unitaire. 

Il faut retenir qu’il est de rigueur que le diagramme où est prise l’ordon- 
née M,, doit être rectiligne. Dans le cas particulier, où les deux diagrammes 
sont rectilignes, l’aire de l’un quelconque d’entre eux peut être multipliée 
par l’ordonnée correspondante de l’autre. 

Pour les barres de section variable, la règle de Vérechtchaguine de la 
multiplication des diagrammes est inapplicable du fait que EJ ne peut déjà 
plus être sortie du signe d’intégration. Il faut alors exprimer la quantité E7 
comme fonction de l’abscisse de la section et calculer l’intégrale de Mohr 
[VIL.39]. 

* Lorsque la rigidité de la barre change par gradins, l’intégration (ou la 
multiplication des diagrammes) se fait pour chaque tronçon isolément 
(avec sa valeur de EJ), puis les résultats sont sommés. 

D’après la méthode de Vérechtchaguine, les déplacements peuvent être 
déterminés non seulement dans les barres à axe rectiligne, mais aussi lors- 
que leur axe est incurvé ou présente une ligne brisée. 

Pour accélérer les calculs, on peut utiliser les tableaux tout prêts des 
produits des diagrammes (tableau VII.2). 

Sur les cases de ce tableau à l’intersection des diagrammes élémentaires 
correspondants sont consignés les résultats de la multiplication des dia- 
grammes. 
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En partitionnant un diagramme complexe en ses éléments représentés 
dans les tableaux VII.1 et VII.2, il ne faut pas oublier que les diagrammes 
paraboliques correspondent à l’action d’une seule charge répartie. 

Dans le cas d’un diagramme complexe dont les tronçons curvilignes 
s’obtiennent sous l’action simultanée des moments concentrés, des forces 
-et de la charge uniformément répartie, pour éviter toute erreur, il faut au 
préalable « stratifier » le diagramme complexe, c’est-à-dire le diviser en 
plusieurs diagrammes isolés dus à l’action des moments concentrés, des 
forces et de la charge uniformément répartie (cf. les exemples). 

On peut également appliquer une autre méthode qui n’impose pas la 
« stratification » des diagrammes, mais qui prévoit seulement le dégage- 
ment de sa partie curviligne suivant la corde qui relie ses deux points extrê- 
mes. Décrivons les deux procédés sur un exemple concret. 

Supposons, par exemple, qu’il soit nécessaire de déterminer le déplace- 
ment vertical de l’extrémité gauche de la poutre (fig. VII.20). 

Le diagramme global qui correspond à la charge est représenté sur la 
figure VII.20, a. 


F a) q 
D BH 
DR ET 


B . 
Dr ml) Il 
| L SU 
N! 


lc 
Il : ce 


ga 
2 


Fig. VI1.20 


Le diagramme dü à l’action d’une force unitaire appliquée en D est 
donné par la figure VII.20, d. 

Pour déterminer le déplacement vertical au point D, il faut multiplier le 
diagramme de la charge par celui de la force unitaire. Or, on découvre que 
dans le tronçon BC du diagramme global le tronçon curviligne est dû non 
seulement à l’action d’une charge uniformément répartie, mais aussi à celle 
d’une force concentrée F. Il en résulte pour le tronçon BC non pas un dia- 
gramme élémentaire parabolique donné par les tableaux VII.1 et VII.2, 
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mais un diagramme complexe tel que les données de ces tableaux ne soient 
plus valables. 

Il s'ensuit qu’il faut procéder à la « stratification » du diagramme com- 
plexe (fig. VII.20, a) en diagrammes élémentaires (fig. VII.20, b, c). 

Le diagramme de la figure VII.20, b est établi seulement pour l’action 
de la force concentrée, et celui de la figure VII.20, c, pour l’action d’une 
charge uniformément répartie. 

Maintenant en se guidant par les tableaux VII.1 ou VII.2, on peut obte- 
nir le produit des diagrammes. A cet effet, il faut multiplier le diagramme 
triangulaire (fig. VII.20, b) par le diagramme triangulaire (fig. VII.20, d) 
et y ajouter le produit du diagramme parabolique (fig. VII.20, c) par le dia- 
gramme trapézoïdal du tronçon BC (fig. VII.20, d), du fait que, pour le 
tronçon DB, les ordonnées du diagramme sont nulles (fig. VII.20, c). 

Décrivons maintenant la deuxième méthode de la multiplication des 
diagrammes. Examinons de nouveau la figure VII.20, a. Retenons pour 
l’origine de calcul la section B. Montrons que dans les limites de la courbe 
LMN les moments fléchissants peuvent s’obtenir en tant que somme algé- 
brique des moments fléchissants, qui correspondent à la droite LAN, et des 
moments fléchissants du diagramme parabolique LNML, le même que 
pour une simple poutre de longueur a sollicitée par une charge uniformé- 
ment répartie q (cf. exemple VI.6) : 


M, = gaz/2 — gz?/2. 
L’ordonnée maximale au milieu de la poutre vaut ga?/8. Pour la 


démonstration, écrivons l’expression réelle du moment fléchissant dans la 
section à la distance z du point B : 


M, = —F{a + z) — gz?/2 = —Fa — Fz — qz?/2. (1) 


Ecrivons maintenant l’expression du moment fléchissant dans la même 
section, obtenue comme somme algébrique des ordonnées de la droite LN 
et de la parabole LNML. 

L’équation de la droite LN 


M,, = —Fa — Kz, 
où £ est la tangente de l’angle d’inclinaison de cette droite : 
k ={-F:2a — qa?/2 — (—-Fa)]/a = —-F — qga/2. 


Par conséquent, l’équation des moments fléchissants est de la forme 


ga gaz gr? 
M, = M, + M, = —Fa -— (F+#)r+ 


2 
= —/Fa — Fz - Le, 
ce qui coïncide avec l’expression (1). 
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Dans la multiplication des diagrammes d’après la règle de Vérechtcha- 
guine, il faut multiplier le trapèze BLNC par le trapèze du diagramme uni- 
taire sur le tronçon BC (fig. VII.20, d) et retrancher le résultat de la multi- 


2 
plication du diagramme parabolique ZNML (aire À = : a _. ) par le 


même trapèze du diagramme unitaire. Ce mode de « stratification » des 
diagrammes est particulièrement avantageux lorsque le tronçon curviligne 
du diagramme se trouve sur l’un des tronçons du milieu de la poutre. 


Exemple VII.12. Calculer les déplacements vertical et angulaire de la console au droit de 
l’application de la charge (fig. VII.21). 

Solution. Construisons le diagramme des moments fléchissants pour l’état sollicité 
(fig. VII.21, a). 


Fig. VIL.21 Fig. VII.22 


Pour déterminer le déplacement vertical, choisissons un état auxiliaire de la poutre sou- 
mise à une force unitaire au point d’application de la charge. Construisons le diagramme des 
moments fléchissants dus à cette force (fig. VII.21, b). Calculons le déplacement vertical par 
la méthode de Mohr : 


EI 


La valeur du moment fléchissant engendré par la charge M, = —/Fz et par la force unitaire, 
M, = —1z. 
k 
Portons ces valeurs de M, et M, sous le signe d'intégration et procédons au calcul 


1 Fl 
u= — |(—-FzX-2)dz = —. 
EI 3EI 


0 
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Ce même résultat a été obtenu dans ce qui précède par une autre méthode. 

La valeur positive de la flèche montre que le point d'application de la charge Fse déplace 
en bas dans la direction de la force unitaire. 

Si nous orientons la force unitaire de bas en haut, nous aurions M, = 1 z et la flèche obte- 
nue par intégration aurait le signe moins. Ce signe montrerait que le déplacement a lieu non 
pas en haut, mais en bas, ce qui correspond à la réalité. 

Calculons maintenant l’intégrale de Mohr par multiplication des diagrammes d’après la 
règle de Vérechtchaguine. Les deux diagrammes étant rectilignes, il est indifférent lequel 
d’entre eux servira pour prendre l'aire et lequel, pour prendre l’ordonnée. 

L'’aire du diagramme de la charge A; = 0,5 F12. Le centre de gravité de ce diagramme se 
situe à la distance de //3 de l’encastrement. 

Déterminons l’ordonnée du diagramme des moments dus à la force unitaire située sous le 
centre de gravité du diagramme de la charge. Vérifions sans peine qu’elle vaut (2/3}/. Donc, 


1 11 ,2, F 
ER er 
EI * “  E2 3 3EI 


Le même résultat s’obtient d’après le tableau des intégrales. Le produit des diagrammes est 
positif du fait que les deux diagrammes se situent en bas de la barre. Par conséquent, le point 
d'application de la charge se déplace en bas, c’est-à-dire dans la direction adoptée de la force 
unitaire. 

Pour déterminer le déplacement angulaire (angle de rotation) choisissons l’état auxiliaire 
de la poutre lorsqu’à son extrémité est appliqué le moment concentré égal à l’unité. 

Construisons pour ce cas le diagramme des moments fléchissants (fig. VII.21, c). 

Déterminons le déplacement angulaire en multipliant les diagrammes. L'’aire du dia- 
gramme de la charge À, = 0,5 F1?. 

Les ordonnées du diagramme du moment unitaire valent partout l’unité. Donc, l’angle de 
rotation cherché de la section 9 = F1?/(2EÏ). 

Les deux diagrammes se situant en bas, le produit du diagramme est positif. De la sorte, la 
section à l’extrémité de la poutre tourne dans le sens horaire (dans la direction du moment uni- 
taire). 

Exemple VII.13. Déterminer d’après la méthode de Mohr-Vérechtchaguine l’angle de rota- 
tion sur l’appui gauche et la flèche au milieu de la poutre représentée sur la figure VII.22. 

Solution. Construisons le diagramme réduit M,,, de la charge (fig. VII.22, a). Pour déter- 
miner l’angle Ÿ,, construisons le diagramme der moments fléchissants, relatif au moment 
unitaire sur l'appui gauche (fig. VII.22, b). 

Pour déterminer Ô, multiplions le diagramme de M,,, par le diagramme de M, : 


2 3F° 
por Fe HT “ re . — = — — (dans le sens horaire). 


À 2 El9 2 2 2 EÆEl9 4AEI 


Pour calculer la flèche au milieu de la poutre, appliquons à la section du milieu la force 
unitaire, construisons le diagramme des moments (fig. VII.22, c) et multiplions-le par le dia- 
gramme de Af,,,. En vertu de la symétrie, la multiplication porte sur la moitié de la poutre et le 
résultat est doublé : 


1 Al 1/4 IV F 31 FP 
fe=2|-1—-+- En Vie Pre = —— —— (en bas). 
2 E13 2\4 2/2 2E! 48 EI 


Les mêmes valeurs de Ÿ, et de f!. ont été obtenues dans l'exemple VII.6 par une autre 
méthode. 

Exemple VII.14. Déterminer d’après le mode de Mohr-Vérechtchaguine la flèche au point 
D de la poutre visualisée par la figure VI1.23. Le diagramme global des moments fléchissants 
est représenté sur la figure VI.14. 
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Solution. Etablissons le diagramme « stratifié » dû aux moments de la charge, c’est-à-dire 
construisons les diagrammes isolés de l’action de chaque charge. Pour la commodité de la 
multiplication des diagrammes, il est profitable de construire des diagrammes « stratifiés » 
(élémentaires) par rapport à la section, dont la flèche est déterminée, dans notre cas, par rap- 
port à la section D. 

La figure VII.23, a représente le diagramme des moments fléchissants dus à la réaction R, 
(tronçon AD) et à la charge F = 40 kN (tronçon DC). Les diagrammes sont dressés sur des 
fibres comprimées. 

La figure VII.23, b donne les diagrammes des couples de réaction R, (tronçon BD) dus à 
la charge uniformément répartie gauche (tronçon AD) et à la charge uniformément répartie 
sur le tronçon BC. Ce diagramme est représenté sur la figure VI1.23, b sur le tronçon DC en 
bas. 


a) RB=I$OkN  F-40kN 
g=20KkN/m 


280k Nm 


b) | (60kN-m 


40kN:m 
120KkN-m' 


Fig. VII.23 


Choisissons ensuite l’état auxiliaire de la poutre et, à cet effet, au point D où l’on déter- 
mine la flèche, appliquons la force unitaire (fig. VI1.23, c). Le diagramme des momenis pro- 
duits par la force unitaire est fourni par la figure VII.23, d. Maintenant, multiplions les dia- 
grammes de / à 7 par les diagrammes 8 et 9, en utilisant les tableaux correspondants, compte 
tenu des signes. Alors, les produits des diagrammes situés d'un côté de la poutre sont affectés 
de signe plus, et ceux se trouvant des côtés opposés, de signe moins. 

Le produit des diagrammes / et 8 donne 


AM). = —hh,l/3 = —-40-1-2/3 = —80/3 kN:m°, 
Pour les diagrammes 5 et 8, on a 
—filh,/4 = —40:2-1/4 = —-20kN-m°. 
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En multipliant les diagrammes 2 et 9, on obtient 
—(hI/62h, + h;) = —1:2(2:160 + 80)/6 = —400/3 kKN°m°. 


Le produit des diagrammes 4 et 9 amène 
hh,1/3 = 1-280-2/3 = 560/3 KN-:m°. 
Pour les diagrammes 6 et 9, il vient 


h 1-2 280 
D kN-m?. 
6 


En sommant ces produits, on obtient Efy,, = — 86,7 kKN- m°. Le signe moins montre que 
le point D se déplace non pas en bas, comme une force unitaire orientée, mais en haut. Ce 
même résultat a été obtenu dans ce qui précède à l’aide de l’équation universelle (cf. exemple 
VIL.11). 

Certes, dans l’exemple considéré le diagramme pouvait être « stratifié » seulement sur le 
tronçon AD puisque sur le tronçon DB le diagramme global est rectiligne et aucun besoin n'est 
de le « stratifier ». Sur le tronçon BC la « stratification » n’est pas imposée du fait que là le 
diagramme de la force unitaire est nul. La « stratification » du diagramme sur le tronçon BC 
cest nécessaire pour déterminer la flèche au point C. 

Exemple VII.15. Déterminer les déplacements vertical, horizontal et angulaire de la section 
B de la barre coudée de la figure VII.24, a. La rigidité de la section de la barre verticale est EJ,, 
celle de la section du tronçon horizontal, EL... 

Solution. Construisons le diagramme des moments fléchissants dus à la charge représenté 
sur la figure VI1.24, b (cf. l'exemple VI.9). Pour déterminer le déplacement vertical de la sec- 
tion B choisissons l’état auxiliaire du système de la figure VII.24, c. Au point B est appliquée 
la force verticale unitaire dirigée en bas. 

Le diagramme des moments fléchissants de cet état est donné par la figure VII.24, c. 

Le déplacement vertical est établi par la méthode de Mohr en recourant au procédé de mul- 
tiplication des diagrammes. Etant donné qu’à l’état auxiliaire la barre verticale ne possède pas 
de diagramme de M,, faisons le produit seulement des diagrammes relatifs à la barre horizon- 
tale. L'aire du diagramme est prise à partir de l’état de sollicitation, et l’ordonnée, à partir 
de l’état auxiliaire. Le déplacement vertical A, = me Fl,l, ; l.. 

9 

Les deux diagrammes se reposant en bas, le produit est pris avec le signe plus. Donc, le 
point B se déplace en bas, c’est-à-dire dans la même direction que la force verticale unitaire. 

Pour déterminer le déplacement horizontal du point B, choisissons l’état auxiliaire à force 
unitaire horizontale dirigée à gauche (fig. VI1.24, d). Pour ce cas, le diagramme des moments 
est représenté sur le même dessin. 

En multipliant les diagrammes de M, et de M.,, on obtient 

l ! 2 1 
A,=- -FHl-l +- Fl,l1,. 


EI, 2 3 El, 


Le produit des diagrammes est positif étant donné qu’ils se trouvent du mème côté des 5ar- 
res. 

Pour calculer le déplacement angulaire, choisissons l’état auxiliaire du système d’après la 
figure VII.24, e et construisons le diagramme des moments fléchissants pour cet état (sur le 
même dessin). Faisons le produit des diagrammes de M, et M, 


1 1 
= —--Fhl-1 + F1. 
EI, 2 EL, 


Ù 2 


Ce produit est positif du fait que les diagrammes se trouvent du même côté. Par consé- 
quent, la section B tourne dans le sens horaire. 
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Fig. VII.24 


Les mêmes résultats s’obtiennent si l’on utilise les tableaux de multiplication des diagram- 
mes. 
La déformation de la poutre est visualisée par la figure VI1.24, f, les déplacements y étant 
fortement exagérés. 


$ 63. Calcul des poutres hyperstatiques 


Les poutres subissant des efforts intérieurs qui ne sont pas déterminés 
par les seules équations d’équilibre sont dites hyperstatiques. Pour leur cal- 
cul, en plus des équations de la statique, il faut composer des équations 
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complémentaires appelées équations des déplacements ou équations des 
déformations. Ces dernières s’obtiennent en considérant les conditions de 
la déformation de la poutre. 
Examinons, par exemple, la poutre de la figure VII.25, a. Il y ä quatre 
réactions d’appui inconnues : trois réactions d’encastrement et une réac- 
tion de l’appui glissant. Les équations de la statique sont au nombre de 
trois. Donc, il n’y a qu’une inconnue de trop. On dit que la poutre est 


a). q 


(A B 


Fig. VII.25 


hyperstatique du premier degré. Dans les problèmes de ce type, les incon- 
nues superflues sont dues à la présence des liaisons en excès pour l’équilibre 
d’un corps solide. 

Pour calculer les poutres hyperstatiques, il faut appliquer la méthode 
déjà connue et utilisée pour la résolution des problèmes de traction et de 
torsion. A cet effet, la poutre hyperstatique donnée est transformée en pen- 
sée en poutre isostatique en rejetant les liaisons excédentaires et en les rem- 
plaçant par des réactions inconnues. 

Le système isostatique ainsi obtenu s’appelle système principal. Pour 
qu’il ne se distingue pas du système donné, il faut imposer qu’au droit des 
liaisons éliminées du système principal les déplacements des sections dans le 
sens des réactions inconnues appliquées soient nuls. Ces équations qui 
expriment les conditions de la compatibilité des déplacements du système 
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principal avec les liaisons imposées au système hyperstatique donné per- 
mettent de résoudre le problème. 

Ces équations portent donc le nom d’équations de compatibilité des 
déformations (plus précisément, des déplacements). 

Il existe pour une même poutre hyperstatique plusieurs modes de choix 
du système principal. Par exemple, on peut éliminer l’appui glissant en le 
remplaçant par la force inconnue X, (fig. VII.25, b). Dans ce cas, l’équa- 
tion des déformations exprime l’idée que, pour assurer l’équivalence du 
système donné au système principal, le déplacement de l’extrémité droite de 
la poutre (point B) sous l’action de la charge gq et de la force X, doit être 
nul. 

Pour établir les flèches (les déplacements), on peut appliquer l’équation 
universelle ou la méthode de Mohr. S’il existe des formules toutes prêtes, il 
faut, naturellement, les utiliser aussi. Par exemple, pour composer l’équa- 
tion des déplacements (pour le système principal d’après la figure VII.25, b) 
on peut appliquer les formules (VII.9) et (VII.24) déjà examinées. 

En égalant les flèches de l’extrémité droite de la console, dues à la 
charge uniformément répartie et à la force concentrée, on obtient 


ql*/(8ET) = X,l*/(3ET). 


Cette équation permet de calculer X, = */sql. Ensuite, les diagrammes 
de M (fig. VII.25, c) et de l’effort anchant Q (fig. VIL. 25, d) sont tracés 
comme pour une poutre isostatique. 

Dans la deuxième variante du système principal (fig. VIIL.25, e) on sup- 
prime la liaison qui empêche la rotation de la section gauche (l’encastre- 
ment est remplacé par une articulation fixe). Son action est remplacée par 
un moment inconnu X,. L’équation complémentaire traduit la condition 
que sous l’action de la charge q et du moment X, au point C l’angle de rota- 
tion de la section soit nul. 

Le choix de tel ou tel système principal n’influe pas sur le résultat final. 
Les diagrammes définitifs de M et de Q sont les mêmes indépendamment 
du choix du système. Pourtant, ce choix détermine la lourdeur plus ou 
moins grande du calcul. Pour les poutres à une inconnue superflue, cette 
lourdeur est pratiquement la même quel que soit le système. Mais lorsqu'il 
y a plusieurs inconnues surabondantes, le système principal doit être choisi 
de façon que la solution des systèmes d’équations des déplacements réduit 
au minimum les difficultés de calcul. Si pour une poutre à nombreuses tra- 
vées, dite souvent continue (fig. VIL.26, a), on choisit comme inconnues en 
excès les réactions des appuis rejetés, dans chacune des équations des 
déplacements figureraient toutes les inconnues superflues, ce qui rendrait 
la résolution du système d’équations bien plus difficile. 

Lorsque le choix du système principal est correct, les inconnues des 
équations des déplacements sont séparées, c’est-à-dire que chaque équation 
compte moins d’inconnues. Certes, le nombre total d’équations ne change 
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pas, en restant égal au nombre d’inconnues superflues, mais au lieu de 
résoudre un système d’équations à grand nombre d’inconnues, il faut trai- 
ter plusieurs systèmes plus simples. | 
Ainsi, dans ce cas une simplification importante s’obtient en retenant 
comme inconnues en excès les moments fléchissants intérieurs appliqués 
aux sections passant par les appuis intermédiaires (ce qu’on appelle couples 
de réaction : fig. VII.26, b). Alors, dans le système principal, des articula- 


Fig. VII.26 


tions sont « encastrées » dans la poutre au-dessus de chaque appui inter- 
médiaire et la liaison compromise entre les travées, qui empêchait la rota- 
tion réciproque des sections disposées des deux côtés de l’appui, est rempla- 
cée par des couples de réaction inconnus. 

Les équations des déplacements traduisent alors la condition de l’égalité 
des angles de rotation des sections d’appui de la poutre sur les travées con- 
nexes, par exemple pour la section de l’appui n (fig. VI1.26, a) : 0, = d,. 

La résolution de ces équations montre que chacune d’elles ne compte 
pas plus de trois couples de réaction. 

Dans le calcul des poutres hyperstatiques, comme pour tout autre 
système hyperstatique, il faut utiliser également l’une des méthodes énergé- 
tiques, par exemple celle fondée sur le principe de la moindre action (cf. 
& 19). 

Pour la poutre représentée sur la figure VII.25, l’énergie potentielle de 
la déformation s’écrit 


1 9 
are = [(xe-S) à - 


- ( __ Ag, me) 


3 4 20 
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Conformément au principe de la moindre action, on a 
AU/0X, = 1/,X, [3 — gl*/4 = 0, d’où x, = 3/ql. 


8 64. Exemples de calcul des poutres hyperstatiques 


Exemple VII.16. Construire les diagrammes de M et de Q pour la poutre représentée sur la 
figure VII.27, a. 

Solution. Etablissons sans peine que cette construction comporte une liaison superflue. 
Choisissons le système principal sous la forme d’une console à appui droit supprimé et rem- 
placé par la réaction inconnue X (fig. VII.27, b). L'équation des déplacements est de la forme 

= (. 

Sous l’action de la force X (fig. VII.27, c) la flèche en B [cf. la formule (VII.9)] est égale à 
Sax = XP/GET). 


L 
2 


Fig. VIL.27 


Pour déterminer la flèche au point B produite par la force F (fig. VII.27, d), utilisons 
l'équation universelle (VII.22). Plaçons l’origine des coordonnées à l'extrémité gauche de la 
poutre ; alors, f, = 0 et ”, = 0. | 

Déterminons les réactions d'appui : R, = Fet M, = F1/2 (fig. VII.27, d). Ecrivons 
l'équation universelle en adoptant que z = /: 
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En y portant la valeur de M, = Fl/2etR, = F, on obtient f,, = — 5FI°/(48EI). 

Esquanon des déplacements devient maintenant XP/GEI) — 5FI/(48EI) = 0, d'où 
X = /,F. 

En one section quelconque du tronçon CB à la distance z, de l'extrémité droite 
(fig. VII.27, e) le moment fléchissant Mz, = X2:, = ‘F2, : dans le tronçon DC : 
M = “Fa — F@ — 1/2. 

Le diagramme de M est représenté sur la figure VII.27, f. 

L'effort tranchant dans le tronçon CB : Qz, = =X = - nd + dans le tronçon DC : 
Q = -AF+F= UF. 

Le diagramme de Q est représenté sur la figure VI1.27, g. 

Exemple VII.17. Dresser les diagrammes de M et de Q pour une poutre à deux travées, 
représentée sur la figure VII.28, a. 

Solution. C'est un problème hyperstatique du premier degré : adoptons comme inconnue 
superflue la réaction X de l’appui du milieu (fig. VI1.28, b). L’équation des déplacements est 
de la forme v, = 0. 


b) q 
ANTINTNNT ATTIRENT 
/\ A 


Zr 


d) 
AU. 


Fig. VIL.28 


A la différence de l’exemple précédent, nous ne montrons pas sur le dessin le système prin- 
cipal soumis seulement à des forces données, tout comme le système principal sollicité seule- 
ment par la réaction X cherchée. 

La flèche en B due à l’action de la charge g est déterminée par la formule (VII.28) : 


La flèche en B due à l’action de la force X est déterminée par (VII.29) : 
Sax = X(Y/(48/ET). 
L'équation des déplacements devient 
Sa, X(IY 


7 = 0, 


384EI 48EI 
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nos X = S/,ql. 
Les réactions R PL Re valent 
= _ s _3 
R,=R-.=ql-"/,ql = "/sql. 


Le moment fléchissant en une section quelconque à la distance z, de l’appui C du tronçon 
BC 


Mi, = ‘/yqlz, — gz1/2. 


Construisons d’après cette équation le diagramme de M (fig. VI1.28, c). Le diagramme de la 
moitié gauche de la poutre est symétrique. 
Dans le tronçon BC l'effort tranchant 


Qz, = - ‘aa + qu: 
dans le tronçon 48 : 


Qz, = ‘gl — “al + q2. 
D'après ces équations, construisons le diagramme de Q (fig. VII.28, d). 


S 65. Principes de la méthode générale de calcul 
des systèmes hyperstatiques (principes 
de la méthode des forces) 


Dans les paragraphes précédents, nous avons soumis à l’étude les pou- 
tres hyperstatiques. En technique on rencontre également des systèmes 
hyperstatiques plus compliqués, c’est-à-dire des systèmes où les efforts 
intérieurs ne peuvent être déterminés par aucune des équations d'équilibre. 

Les systèmes hyperstatiques composés de barres à liaisons rigides 
s’appellent cadres. Les méthodes de calcul des systèmes de barres hypersta- 
tiques sont exposées en détail dans un cours de « Mécanique des construc- 
tions ». Ces méthodes sont très variées. Nous exposerons seulement les 
principes de la méthode des forces la plus usitée et l’illustrerons par des 
exemples des systèmes hyperstatiques les plus simples. 

Dans le calcul des systèmes hyperstatiques par la méthode des forces on 
retient comme inconnues les efforts qui remplacent l’action des liaisons 
rejetées surabondantes. Ces liaisons sont superflues du point de vue de 
l’assurance de la fixité de la barre comme d’un tout rigide. Dans le plan, la 
fixité d’une barre peut être assurée par trois liaisons imposées de la façon 
correspondante. Les liaisons de cette sorte sont dites nécessaires. Les liai- 
sons imposées au corps en plus de celles qui sont nécessaires sont dites com- 
plémentaires ou superflues (surabondantes). 

Dans l’espace, la fixité d’une barre est assurée par six liaisons. 

Voici l’ordre de calcul des systèmes hyperstatiques d’après la méthode 
des forces. 

1. Déterminer le degré d’hyperstatisme en calculant le nombre de liai- 
sons surabondantes. 


194 


2. Après l’élimination des liaisons en excès choisir le système principal 
en fonction du système donné. Les liaisons éliminées sont remplacées par 
les efforts inconnus superflus. 

3. Composer les équations des déformations (plus exactement, des 
déplacements) qui expriment les conditions de compatibilité des déplace- 
ments du système principal avec le système hyperstatique donne. Si dans le 
système principal les déplacements dans la direction des liaisons rejetées 
sont nuls, les équations expriment l’annulation de ces déplacements. 

4. Résoudre les équations obtenues. 

S. Après l’établissement des inconnues surabondantes trouver les 
efforts intérieurs dans les éléments du système (moments fléchissants, 
efforts tranchants, etc.). Ceci se fait sans difficultés sur la base de la 
méthode des sections. 

Dans les calculs des systèmes hyperstatiques par la méthode des forces, 
les équations s’écrivent sous une forme définie (canonique). 

Si le système hyperstatique donné possède 7 inconnues surabondantes, 
le système de 7 équations cananiques qui assure leur calcul s’écrit sous la 
forme générale : 


À + 2X2 +. + 6, X, + A,, = 0, 
bn À + ôpA +. + 6,%X, + A,, = 0, 


Xi + On A2 + ee + On A, + An = 0. 


Dans la première équation ô,, est le déplacement du point d’application 
de la première inconnue superflue dans la direction propre sous l’action de 
la valeur unitaire de cette inconnue. Le produit ô,, X, est le déplacement de 
ce même point dans la même direction, provoqué par la force X. 

Le deuxième terme à,,X, est le déplacement de ce même point dans la 
même direction, dü à la force X,, etc. 

Le terme A,, est le déplacement en ce même endroit et dans la même 
direction dü à la charge. 

Dans l’ensemble, le premier membre tout entier de la première équation 
présente le déplacement global du point d’application de la force X°, dans la 
direction de cette force, réalisé sous l’action de toutes les forces. Ce dépla- 
cement s’annule du fait que dans le système considéré il n’existe pas. 

La deuxième équation traduit la condition que le déplacement global du 
point d’application de la force X, dans la direction de cette force, produit 
par toutes les actions subies, est nul. 

Le sens des autres équations est clair. 

Ce n’est pas la composition des équations des systèmes hyperstatiques 
qui présente des difficultés, mais c’est leur résolution. 

Lorsque le nombre d’équations est peu grand, elles peuvent être réso- 
lues sans difficulté par la méthode de l’élimination successive des incon- 
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nues. Dans le cas où le nombre d’équations est grand, il faut recourir à des 
astuces spéciales qui rendent plus facile la résolution (méthodes de Gauss, 
des approximations successives, de la machine) ; ces équations sont traitées 
de plus près dans le cours de « Mécanique des constructions ». 

La technique de calcul des systèmes hyperstatiques les plus simples est 
illustrée par les exemples concrets qui suivent. 


Exemple VII.18. Construire le diagramme des moments fléchissants du cadre représenté 
sur la figure VII.29, a. Toutes ses barres ont la même rigidité. 


d) 1. L 


ù 


b) 


Systeme 


principal ® 
| À} de 7 ge | 
£ l£ 
c) ge ) L 
’ ; ge? 
ge 2 


Fig. VII.29 
Solution. Ce cadre est un système hyperstatique du premier degré. En effet, il y a en tout 


quatre râctions d'appui inconnues (trois dans l’encastrement et une dans l’appui droit). Alors 
que les équations d’équilibre ne sont qu’au nombre de trois. 
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Prenons pour base le système de la figure VII.29, b qui s'obtient à partir du système donné 
par élimination de l’appui droit. L'’inconnue surabondante qui compense la liaison éliminée 
est notée X,. Composons l’équation des déplacements et, à cet effet, annulons le déplacement 
dans la direction de X. 

Pour le cas considéré, l'équation canonique est de la forme 


ô,,À) + Ay = 0, 


où 6,, est le déplacement dans la direction de la première inconnue, produit par cette même 
inconnue de valeur unitaire ; A}, le déplacement dans la direction de la première inconnue dû 
à la charge. 

Pour déterminer le déplacement, appliquons la méthode de Mohr-Vérechtchaguine (multi- 
plication des diagrammes). 

La figure VI1.29, c représente le diagramme des moments fléchissants, produits par la 
charge. La figure VIL.29, d montre le diagramme des moments M,, produits par la force uni- 
taire X, = 1. 

Pour déterminer le déplacement à 
obtenir 


, multiplions le diagramme de M, par lui-même pour 


1 1 2 D 


pe Dies 
EI 2 3 3EI 
Pour établir le déplacement 4, f faisons le produit des diagrammes de M, et de M, compte tenu 
du fait que ces moments reposent des côtés différents de la barre (horizontale) : 


Donc, 
PX,/GET) — ql‘/(4EN) = 0, 


d'où X, = /,ql. 

La valeur positive obtenue de X, témoigne que la direction retenue correspond à la direc- 
tion réelle. 

Le problème est résolu. 

Maintenant on peut construire le diagramme des moments fléchissants du système donné. 
Le plus simple est de le faire de la façon suivante : augmenter le diagramme de M, de 7 gl fois 
(pour obtenir le diagramme de M) et le sommer avec le diagramme de M,. 

Le diagramme de M, est représenté sur la figure VII.29, e. En le sommant avec le dia- 
gramme de M,, on obtient le diagramme définitif (global) de M,, représenté sur la figure 
VII.29, f. 

Exemple VII.19. Construire le diagramme des moments fléchissants du cadre représenté 
sur la figure VII.30, a. 

Solution. Ce cadre est également hyperstatique du premier degré. Le système principal est 
représenté sur la figure VII.30, b; la figure VII.30, c donne le diagramme des moments pro- 
duits par la charge, et la figure VII.30, 9, le diagramme dû à la valeur unitaire de l’inconnue 
surabondante. 

L’équation canonique des déplacements 

ô,,4, + À 


y = 0. 


Calculons 6,, en multipliant le diagramme de M, par lui-même : 
1 2 l 4 


l 
6, = —-H-1 + — I = —. 
EI 2 3 ET 3EI 
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Calculons 4, ,en faisant le produit des diagrammes de M, et de M. 
Pour multipher la parabole par le triangle (sur la barre verticale), utilisons les données du 
tableau VII.2 de la multiplication des diagrammes 
: 1 qll 1 qi - _ Sql 
W EI 2 2 EI 2 SET 


Par conséquent, X, = —A /8i = 15 g//32. 

Augmentons les ordonnées ‘du diagramme de M, de 15 g//32 fois (fig. VIL.30, e) et 
additionnons-les avec les ordonnées du diagramme de M, Le diagramme global des moments 
cest donné par la figure VII.30, f. 


ù 


Fig. VI1.30 


Exemple VII.20. Construire le diagramme des moments fléchissants du cadre de la figure 
VIL.31, a. 

Solution. Ce cadre est hyperstatique du deuxième degré. Comme système principal rete- 
nons la barre coudée représentée sur la figure VII.31, b. 
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Pour un système à deux inconnues les équations canoniques sont de la forme 
ô,,#, + 6%, + A, 0; 
ô,, À, + ôX, + à, , = (0. 
La première équation exprime la condition que le déplacement dans le sens de la première 
inconnue, produit par toutes les actions, est nul, et la deuxième équation, la condition que le 


déplacement dans la direction de la deuxième inconnue, dû à toutes les actions, est nul lu: 
aussi. 


6) æ à 


# 


, f) À: _ 


? 


Fig. VII.31 
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Les coefficients des équations sont déterminés par multiplication des diagrammes. 
Les déplacements 6,, et ô,, sont dits principaux, et ô,, et ô,,, auxiliaires. En vertu du théo- 
rème de Maxwell sur la réciprocité des déplacements, on a 6, = 6... 


g 
e) TN 
EE 


4 


j't 


tant 
ut fl ls 


NT 
AL IT Mr» 


Fig. VIL.32 Fig. VIL.33 


Les diagrammes dus à la charge ainsi qu’aux valeurs unitaires des inconnues surabondan- 
tes sont donnés par les figures VI1.31, c, d, e. Le produit du diagramme de M, par lui-même 
amène (cf. exemple précédent) : 


ô,, = #?/GET); 6, = l/GEI) ; 


1 1 P 
ô,, = 6,, = —-IWH = — ; 
FU 12 2EI 
5 ql° l 
Sy de 
8 El 4EI 
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En portant ces résultats dans l'équation canonique et en réduisant par le facteur commun 
[3/(ED), on obtient : 
AA, + LA -— Sql = 0; 
|] I ! = 
LX, + 4% — gl = 0. 


La résolution de ce système d’équations donne 
X, = 7/,ql; X, = al. 


Les diagrammes des moments dus à l’action des X, et X, sont représentés sur les figures 
VII.31, /, g. Le diagramme global des moments fléchissants est donné par la figure VII.31, h. 

Exemple VII.21. Déterminer les efforts dans les barres du système examiné au $ 20, exem- 
ple 11.12 (fig. VII.32, a). 

Solution. Le système est hyperstatique du premier degré. Comme inconnue surabondante 
on adopte l’effort dans la barre inférieure (fig. VI1.32, b). L’équation canonique de la 
méthode des forces est de la forme 

ôX, + A}, = (0. 


Etant donné que dans ce système les barres ne travaillent qu’à la traction ou à la compression, 
le déplacement est déterminé par la formule 
Ne NA; 


EA, 


ou, d’après la règle de Vérechtchaguine, en multipliant les diagrammes correspondants des 
efforts normaux (fig. VII.32, c, d). 


Les . dus à la charge dans les barres / et 2 sont (cf. exemple II. 12) : = 2 Fitrac- 
a = —],732 F (compression). Les efforts dans les barres 7 et 2 pa à l’inconnue 
= ] Ven t : N, = 1,414 (traction) ; N, = — 1,931 (compression). 


ee les déplacements 


NA, 1 f1,414-139 1,9312-120 12-170 238,75 
ô,, =— = À ———— + ———— + —— | = —— ; 


3,14 3,14 21,9 E 
LI )) NN _1 (LEE , 1931-1,732F120 Ÿ\ _253F. 
E À, E 3,14 3,14 E 
Pour trouver 
A 253F 
X=N, = - em = ,059F (compression) ; 
ô, 238,75 


N, = 2F — 1,414-1,059F = 0,503F ; 
N, = —1,732F + 1,931-1,059F = 0,315F. 


Ce résultat coïncide avec celui obtenu dans l’exemple 11.12 par une autre méthode. 

Exemple VII.22. Construire les diagrammes de M et de Q pour la poutre représentée sur la 
figure VI1.33, a. 

Solution. Cette poutre est hyperstatique du premier degré, l’allongement en flexion de la 
fibre intérieure de la poutre étant éliminé par les articulations fixes au niveau de la fibre infé- 
rieure (la poutre serait isostatique si les articulations se trouvaient au niveau de l’axe de la pou- 
tre). 

Adoptons comme inconnue surabondante la force horizontale H (poussée) ; utilisons pour 
sa détermination l’équation canonique usuelle de la méthode des forces (fig. VII.33, b) : 


ô,,4 + A, = (. 
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Les déplacements se calculent d’après la méthode de Mohr-Vérechtchaguine, le déplace- 
ment 6,, étant déterminé par la formule (VII.45) : 


/ ! 
| Mdz { Nîdz 
— + ——— , 


à EI EA 


0 0 


c’est-à-dire compte tenu de l'effort normal, du fait que dans ce cas son action est importante, 
ce que l’on démontre par la suite. Les diagrammes correspondants sont représentés sur les 
figures VIIL.33, c, d, e pour l’action de la charge uniformément répartie q. 

Alors, suivant la méthode de Vérechtchaguine, on obtient pour une poutre à axe au milieu 
de la hauteur 


! 
h°1 l MM hP 
ô = —— + ———— ;: A, = 1 = — q : 
EI 24EI 


0 
En portant ces valeurs dans l’équation canonique, il vient 
L qhl?/(24ET) 
h?I/(8ET) + l/(EA) 


Le deuxième terme du dénominateur traduit l'influence des efforts normaux. Si cette 
influence est négligée, il vient 


H = ql?/(6h). 
La formule de H peut s’écrire 
El 
H = Lu K, 
6h 


où K' est le coefficient qui définit l’influence des efforts normaux ; il dépend de la forme de la 


section droite de la poutre : 
Ah? 
K=1 — +1). 
4] 


Pour les cas particuliers : section circulaire KX = 0,80 ; sections rectangulaire et carrée 
K = 0,75 ; section en H K = 0,63. 

A en juger d’après le coefficient K, l'influence des efforts normaux est importante, surtout 
pour les poutres en H. 

Après avoir déterminé H les moments fléchissants se calculent sans peine pour toute sec- 
tion d’après la formule générale : 

| M = M, + M,H. 

Par exemple, pour une barre de section rectangulaire, on obtient le moment fléchissant dans 
l’appui 


M, = —Hh72 = -Kql?/12 = -ql?/16; 
au milieu de la travée M,, = ql?/16. Le diagramme correspondant de M, °st donné par la 


figure VIIL.33, d. 
Négligeons l’action des efforts normaux pour obtenir respectivement 


M, = -ql/12 et M,, = ql°/24; 


c'est-à-dire la même chose que pour une poutre encastrée complètement aux extrémités 
(fig. VII.33, j ; pointillé). 

En effet, dans le dernier cas l'application de la condition de la longueur invariable de la 
fibre inférieure cumulée avec la condition de la longueur invariable de la ligne axiale de la pou- 
tre (N = 0) est équivalente à la condition de l’encastrement des extrémités de la poutre. 

Le diagramme de l'effort tranchant Q est le même que pour une poutre isostatique (cf. 
fig. VI.12). 


8 66. Disposition rationnelle des appuis des poutres 


Du point de vue de l’économie des matériaux, la disposition correcte 
des appuis des poutres a une importance capitale si, certes, les considéra- 
tions de production ou d’autres genres n’y font pas d’obstacle. Ceci se rap- 
porte aussi bien aux poutres isostatiques qu’hyperstatiques. 

Pour une poutre simple reposant sur les extrémités et soumise à 
une charge uniformément répartie, le moment fléchissant maximal 
(fig. VIL.34, a) a lieu au milieu de la travée : M. = gf/8. On voit sans 
peine que pour une poutre de même longueur mais en présence des consoles 
(fig. VI1.34, b), le moment fléchissant est plus petit. 


a) g 
Î 


QUEUE ENEENEE 
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LI d'à 
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Fig. VIL.34 


Le moment fléchissant maximal est le plus petit lorsque le moment dans 
la section d’appui est égal au moment maximal dans la travée. Cette condi- 
tion est remplie si la longueur de chaque console est de 0,207/. Le moment 
fléchissant maximal M, ainsi obtenu est égal à g/?/46,6. 
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Ainsi, la disposition correcte des appuis rend possible la réduction du 
moment fléchissant à peu près de six fois. 

Nous recommandons au lecteur de trouver la longueur la plus avanta- 
geuse d’une poutre à console subissant une charge uniformément répartie. 

Pour une poutre hyperstatique à deux travées il faut traiter trois 
moments fléchissants M,, M, et dans la travée, M, (fig. VII.35, a, b). 


Fig. VII.35 


Pour que la poutre ait une section minimale constante sur toute la lon- 
gueur, il faut assurer l’égalité de deux plus grands de ces trois moments. 

Nous recommandons également au lecteur de démontrer que la valeur 
minimale des moments fléchissants s’obtient pour une longueur des conso- 
les égale à 0,408/; de plus, M, = M, = qF/12 ; M, = ql/24. 
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Fig. VII.36 


Pour une poutre de même longueur (0,408/ - 2 + 2/) à deux travées et 
sans consoles, le moment fléchissant maximal est appliqué au tronçon 
au-dessus de l’appui du milieu (cf. fig. VII.35 et VII.28) : 


M = gq(1,408/1P/8 = ql?/4. 
De la sorte, la présence de deux consoles permet de rendre le moment de 
calcul trois fois plus petit. Pour les poutres à trois et à cinq travées sans 


consoles, la disposition la plus avantageuse des travées est représentée res- 
pectivement sur les figures VII.36, a et VII.36, b. 
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L'analyse correspondante permet d’établir également la disposition la 
plus avantageuse des appuis pour d’autres formes de la charge. Supposons, 
par exemple, qu’une charge q est appliquée à un tronçon quelconque de la 
poutre. En soumettant les consoles (fig. VII.37, a) à la charge q,, on 
obtient M7. = q,a?/2. 

La sollicitation du tronçon entre les appuis (fig. VII.37, b) par une 
charge q, donne M... = ql?/8. 

En égalant les valeurs maximales des moments, on obtient la valeur 
optimale de la longueur de la console : a = 0,5/V Q2>/q;. 


Il faut noter que le calcul de la résistance d’après les moments fléchis- 
sants n’est pas toujours déterminant. Il arrive que la disposition des appuis 
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doit être établie d’après la condition de rigidité pour obtenir des flèches 
minimales. Ainsi, la flèche d’une poutre simple soumise à une charge uni- 
formément répartie (cf. fig. VII.34, a) est maximale au milieu 


f = —-5q"#/(G84EI) = —0,013 q“/(ET). 


En présence de deux consoles la flèche au milieu de la poutre diminue 
(cf. fig. VII. 34, b). La longueur optimale de la console se déduit à partir 
de la condition que la flèche à son extrémité soit égale à la flèche de la pou- 
tre au milieu de la travée. En utilisant l’équation universelle et en omettant 
les calculs qu’on recommande au lecteur de faire lui-même, on obtient la 
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longueur optimale de la console à partir de la condition de rigidité : 
a = 0,223]. 

Pour cette longueur de la console, la flèche maximale de la poutre est de 
0,00095 q{“/(ET), ce qui est de 13,7 fois inférieur à la flèche de la poutre 
sans console. D’ailleurs, ceci n’a rien d’étonnant, puisque dans la formule 
de la flèche la longueur de la poutre figure au quatrième degré. C’est pour- 
quoi, par exemple, lorsque la longueur de la poutre devient deux fois plus 
petite, la flèche diminue de 16 fois. 

Notons à titre d’exemple que dans les wagons des chemins de fer la lon- 
gueur adoptée des consoles à = 0,144. 


$S 67. Formes rationnelles de la section des poutres 


Les sections des poutres les plus favorables, du point de vue du débit 
des matériaux, sont celles dont la plus grande partie du matériau repose 
dans les parties supérieure et inférieure de la section, où les contraintes sont 
maximales et le matériau est le mieux utilisé (fig. VII. 38, a). 
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Fig. VIL.38 


Pour l’évaluation quantitative de l’avantage que présente la section, 
d’après le débit du matériau, on peut retenir la quantité sans dimension 


W, = W./VAÿ, 


appelée couple de réaction axial spécifique. La quantité w, dépend seule- 
ment de la forme de la section. 

Le tableau VII.3 donne les valeurs de w, pour certaines sections les plus 
usitées. 

On voit que les moins favorables sont les sections circulaires, carrées et 
analogues dans lesquelles la plus grande quantité du matériau se concentre 
près de l’axe neutre, où le matériau est très peu sollicité (fig. VIL.38, b). 
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Les plus avantageuses sont les sections en U, en H et en caisson 
(fig. VII. 38, a). 

Un grand intérêt pratique présente le choix correct de la hauteur des 
poutres en H, puisque ce profilé est le plus usité, sorti en plus grande quan- 
tité par les usines soviétiques. 


Tableau VII.3 


Type de la section W, 
Rond 0,14 
Carre 0,167 
Anneau 

‘(c = d/D = 0,9) 0,58 
Poutre en U 0,57 a 1,35 
Poutre en H ordinaire 1,02 a 1,51 


En résolvant ces problèmes, on peut réaliser les simplifications suivan- 
tes : 

1. Négliger l’épaisseur de l’aile {/ par rapport à la hauteur de l’âme h,, 
ce qui permet d'identifier cette hauteur à A, celle de toute la poutre 
(fig. VII. 38, a). 

2. En calculant le moment d'inertie de la section par rapport à l’axe 
neutre, négliger le moment d'inertie de l’âme par rapport à l’axe central 
propre. 

Si on adopte ces hypothèses, le moment d’inertie de la section devient 


L = 2A,(h/2ÿ + 1,h5/12 = A;h?/2 + 1,h°/12, 


où A, est l’aire de la section de l’aile. 
Le couple de réaction 


W, = 21,/h = A,h + 1,h?7/6, 


d’où 4, = W,/h — t,h/6. 

Par conséquent, l’aire totale de la section 

A=2A,+ A, = 2W,/h - 21,h/6 + 1,h = 2W,/h + ?/3,h. 

Maintenant, on peut trouver la valeur de h à laquelle l’aire de la section 
est minimale. A cet effet, il faut établir la liaison entre l’épaisseur de l’âme 
{, et la hauteur 4. 

La figure VIL.39 visualise la relation entre l’épaisseur de l’âme £,, et la 


hauteur h des poutres en H d’après les normes soviétiques (GOST 8239-72) 
(courbe /) et les normes des Etats-Unis plus économiques (courbe 2). La 


* Sous la condition que la torsion de la poutre est impossible. 


courbe 3 traduit la relation entre f,, et h pour l’assortiment le plus économi- 
que, où pour les poutres en H n°10 est adoptée l’épaisseur minimale de 
4,5 mm (déterminée par la corrosion), et pour la poutre en H n°70, l’épais- 
seur maximale de 10 mm (hA/t = 70) déterminée par la condition de la sta- 
bilité locale, c’est-à-dire l’élimination du voilage local de l’âme. Sur des 
laminoirs, il est difficile d’obtenir un assortiment parfait, pourtant, il peut 
être réalisé par soudage à l’aide des soudeuses automatiques. 
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Fig. VII.39 


La figure montre que la dépendance de f,, par rapport à h peut être 
exprimée approximativement par l’équation d’une droite ne passant pas 
par l’origine des coordonnées 


t, = œ + Bh. (VIL.49) 


D’après les normes soviétiques, les coefficients æ et B valent : æœ = 
= 3 mmet B = 0,015. Pour le profilé « parfait », les coefficients sont 
œ = 3,58 mm ; B = 0,0092. 

En profitant de la relation de f,, (VII.49), on obtient l’aire de la section 


A =2W,/h + ?/3œh + 28h. (VIL.50) 


La hauteur optimale de la poutre est obtenue en annulant la dérivée 
dA/dh = 0: 
W, — ah?,/3 — 2Bh5,/3 = 0. (VII.S1) 
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En résolvant cette équation cubique, on calcule h,,.. A cet effet, on 
peut utiliser les tableaux, la méthode des approximations successives et, 
enfin, la méthode graphique. On se donne alors quelques valeurs de h,,, 
calcule W d’après la formule (VII.51) et construit le graphique de la rel, - 
tion entre ces grandeurs. Ce graphique rend facile la résolution du pro- 
blème inverse : détermination de h,, d’après W donné. 

La courbe 2 de la figure VII.40 visualise la relation optimale entre W et 


h d’après l’équation (VII.S1), pour æ = 3,58 mm et 8 = 0,0092. La même 
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figure visualise sous la forme de la courbe J la relation entre W et h des 
poutres en H, d’après la norme soviétique GOST 8239-72. 

La comparaison des courbes montre que la hauteur des poutres est 
minimisée par rapport à la hauteur optimale des profilés «parfaits», ce qui 
conduit au débit exagéré du métal (de 10 à 20 %). 
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Fig. VII.40 


Pour æ = 0, on tire de (VII.51) la formule approchée 
Ron = V3W /(28 : (VIL.S2) 
employée, par exemple, pour calculer les poutres soudées. 

Si la résistance du matériau de la poutre à la traction est différente de 
celle à la compression (par exemple, dans le cas de la fonte), la section 
symétrique par rapport à l’axe neutre cesse d’être économique. 

Comparons, par exemple, deux sections d’une poutre en fonte : en H et 
en T (fig. VII.41). 


a) D) | c) de € 


Fig. VIL.41 


Pour la section en H (fig. VII. 41, a, b) les contraintes maximales dans 
les fibres extrêmes sont égales entre elles. Les dimensions de la section sont 
déterminées par la contrainte admissible à la traction, qui est plus faible 
que la contrainte admissible à la compression. La contrainte dans la zone 
comprimée est inférieure à la contrainte admissible. Le matériau n’est pas 
utilisé dans toute la mesure du possible. 
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Pour la section en T (fig. VII. 41, c), l’axe neutre se déplace dans le sens 
de l’aile, le diagramme des contraintes est de la forme représentée sur la 
figure VII.41, d. Les contraintes supportées par les fibres extrêmes de l’aile 
sont plus faibles que celles qui sollicitent les fibres extrêmes de l’âme. En 
utilisant les poutres de cette forme, il faut donc vérifier la résistance dans 
deux sections : d’après les moments fléchissants maximaux positif et néga- 
tif. 

Lorsque le diagramme des moments fléchissants est de même signe, on 
a le plus d’intérêt de placer l’aile dans la zone étendue et l’âme, dans la 
zone comprimée. On peut choisir alors les dimensions de l’âme et des ailes 
telles que les contraintes de traction et de compression soient également 
admissibles. Dans ce cas, le matériau sera utilisé complètement. 

Pour les poutres en fonte, la section encore plus avantageuse suivant le 
débit du matériau est celle de la figure VII.41, e. Dans le calcul, par rap- 
port aux contraintes tangentielles et principales l’épaisseur de l’âme retenue 
est minimale. Le choix correspondant des dimensions des ailes permet de 
déplacer de façon nécessaire la ligne nulle, de sorte que les contraintes dans 
les fibres extrêmes soient égales aux contraintes admissibles à la traction et 
à la compression. 

En choisissant les sections des poutres, il convient de tenir compte que 
les moments fléchissants varient suivant la longueur. Il vaut mieux, donc, 
dans des buts d'économie du matériau, d'employer des poutres de section 
variable (fig. VII.42). 


Fig. VII.42 


La méthode d’analyse des sections en fonction des avantages qu’elles 
présentent dans le sens de la résistance peut également être appliquée pour 
établir les sections à rigidité les plus convenables quant à la section mini- 
male pour le moment d'inertie donné. 

Le cadre d’un cours sommaire ne permettant pas de traiter de cette 
question très importante et intéressante, nous proposons au lecteur de 
l’explorer lui-même. En particulier, nous recommandons de démontrer que 
pour une section en H, la hauteur optimale par rapport à la rigidité est don- 
née par l’équation 

2/3Bhé, + %3h,, — 41, = 0. 


opt 


Les valeurs de « et B sont celles indiquées dans ce qui précède. 
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Il est aussi recommandé de calculer la hauteur optimale de la section 
en T. 


Exemple VII.23. Choisir la poutre d’un profilé en H « parfait » pour l'exemple VI.10 (cf. 
& 53). 

Solution. D'après le graphique de la figure VII.40, déterminons },, suivant le couple de 
réaction W._ = 1125 : 10-%m?. On obtient h,, = 51cm. L'aire de la section se calcule 
d’après la formule (VII. S0) : 


2-1125-107* 2 2 à ue 
A = ———— + — 0,358 + 0,51 + — 0,002 - 0,51 = 72,3 - 107‘ = 


= 72,3 cm°. 


Dans l'exemple VI.10 on a retenu la poutre en H n° 45, dont l'aire de la section 
A = 84,7 cm?, ce qui est de 17,2 % supérieur à l’aire de la section « parfaite » par rapport à 
la résistance. 


CHAPITRE VIII 


HYPOTHÈSES DE LA PLASTICITÉ 
ET DE LA RUPTURE 
(HYPOTHÈSES DE LA RÉSISTANCE) 


S 68. Hypothèses de la résistance 


Jusque-là nous avons étudié les calculs à la résistance dans les cas d’un 
matériau soit à l’état de contrainte uniaxial (traction, compression), soit à 
l’état de contrainte biaxial le plus simple lorsque, en chaque point, les con- 
traintes principales égales en valeur sont de signe opposé (cisaillement, tor- 
SION). 

Dans ces cas, il n’y avait aucune difficulté à établir les conditions de la 
résistance. Pour assurer la résistance du matériau, il fallait que la con- 
trainte normale maximale (en traction ou compression) ou la contrainte 
tangentielle maximale (en torsion) ne dépasse pas la contrainte admissible, 
dont la valeur est établie d’après la limite d’écoulement ou la charge de rup- 
ture (pour les matériaux fragiles) correspondantes, déterminées d’après les 
expériences. 


Fig. VII. 1 


Dans ce qui suit, en étudiant des déformations plus compliquées telles 
que la torsion avec flexion, etc., on tombe sur des états de contrainte com- 
plexes. 

La figure VIII. 1 visualise le cas général de l’état de contrainte triaxial. 
Cette même figure représente l’aire de l’action d’une contrainte tangentielle 
maximale. Rappelons que nous avons adopté précédemment la règle sui- 
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vante de la notation des contraintes principales : o, > 9, > a, (compte 
tenu du signe). 


On voudrait connaître les valeurs des contraintes o,,, 0.,,, 0,, qui don- 
nent lieu à un état limite du matériau, c’est-à-dire entraînent la rupture ou 
les déformations plastiques. 

La résolution de ce problème permettrait également de trancher une 
autre question, celle de la détermination des valeurs admissibles des con- 
traintes principales o,, o,, ;. 

Le problème posé est très compliqué. La méthode la plus sûre pour le 
résoudre serait de soumettre à l’essai une éprouvette, la relation entre les 
contraintes principales avant la rupture ou avant le déclenchement de 
l’écoulement étant donnée, et établir de cette façon les valeurs limites, puis 
les valeurs admissibles des contraintes principales. Or, son application est 
impossible du fait qu’il faudrait reprendre les essais à chaque nouvelle 
combinaison des contraintes. D’autre part, les essais de ce genre imposent 
l’utilisation des machines et des appareils compliqués. Il faut donc disposer 
d’une hypothèse (théorie) permettant d’évaluer le danger du passage du 
matériau de l’état de contrainte complexe à l’état limite sans recourir cha- 
que fois à des expériences compliquées, très laborieuses, et d’utiliser seule- 
ment les données des essais les plus simples, c’est-à-dire relatifs à l’état de 
contrainte uniaxial. 

Ainsi, l’établissement des hypothèses de la résistance se fonde sur la 
prémisse suivant laquelle deux états de contrainte sont considérés comme 
présentant le même danger et la même résistance si, lors de la croissance des 
contraintes principales d’un même nombre de fois, ils atteignent simultané- 
ment la limite. 

Sous les conditions considérées, le coefficient de sécurité des deux états 
de contrainte est le même. | 

Il existe plusieurs hypothèses de la résistance et la recherche dans ce 
domaine se poursuit. Ceci s’explique par la nature complexe du phénomène 
de la rupture. Du point de vue physique, la rupture du matériau est le déta- 
chement des particules les unes des autres (ce qu’on appelle rupture fragile) 
ou le glissement des particules les unes par rapport aux autres (ce qu’on 
appelle rupture visqueuse qui s’accompagne des déformations plastiques 
importantes). 

Cependant, la difficulté consiste dans le fait que, sous de différents 
états de contrainte et dans de différentes conditions de l’essai (température 
ambiante, vitesse de la déformation, etc.), le même matériau peut subir la 
rupture aussi bien fragile que visqueuse. Par ailleurs, dans certains cas, il 
est possible d'observer une rupture combinée lorsque certaines zones de 
rupture résultent de l’arrachement, et certaines autres, du glissement. Ceci 
témoigne du fait que le caractère de l’état limite du matériau et les condi- 
tions de son passage en cet état dépendent de nombreux facteurs. 
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Il est naturel de retenir comme tels les contraintes (normales et tangen- 
tielles) et les déformations (linéaires et angulaires). On a proposé de pren- 
dre comme critère de la transition à l’état limite l’énergie potentielle de la 
déformation. L’idée de chacune des hypothèses de la résistance examinées 
dans ce qui suit consiste à retenir du grand nombre de facteurs qui influent 
sur la résistance des matériaux l’un de ces facteurs, en ignorant les autres 
(là et plus loin nous insistons qu’en parlant de la résistance, nous avons en 
vue aussi bien la rupture au sens littéral, que l’apparition des déformations 
plastiques). 

À mesure que les données d’expérience s’accumulaient, il devenait clair 
qu’on avait besoin des hypothèses de la résistance plus compliquées qui se 
fonderaient non seulement sur les essais à la traction (compression) 
uniaxiale, mais aussi sur les expériences relatives à l’état de contrainte com- 
posé. 

Une telle ou telle hypothèse de la résistance ne peut être justifiée que par 
l'expérience. Il faut donc, avant de décrire les hypothèses, s’initier aux 
résultats de certains essais relatifs à l’état de contrainte biaxial. 

Les états de contrainte biaxiaux à diverses relations des contraintes 
principales s’obtiennent d’une façon relativement simple à l’aide des essais 
des tubes à parois minces soumis à la pression intérieure et à l’action d’une 
force axiale. 

Représentons les résultats de ces essais sous une forme graphique 
(fig. VIII.2), en dressant le diagramme des contraintes principales à l’ins- 


Fig. VIIL.2 


tant de la rupture ou à l’instant du début de l’écoulement du matériau 
(bref, la courbe de la relation entre les valeurs limites des contraintes prin- 
cipales). 

Alors, dans le cas de la traction uniaxiale, la contrainte limite est don- 
née par le tronçon OF (si l’élément représenté sur le dessin est tendu dans le 
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sens vertical) ou OA (si l’élément subit la traction dans le sens horizontal) ; 
de plus, pour les matériaux isotropes, OF = OA. A une échelle définie, 
dans le cas de la traction uniaxiale ces tronçons sont égaux à la charge de 
rupture ou à la limite d'écoulement, suivant l’état limite envisagé ° 

Dans le cas de la compression uniaxiale, la contrainte limite est visuali- 
sée par le tronçon OB ou OK. 

Soumettons maintenant à l’essai une éprouvette en l’un quelconque état 
de contrainte biaxial, par exemple, tel que o, en augmentant soit tout le 
temps deux fois supérieure à o,. Certaines valeurs de ces contraintes, par 
exemple o”,, et o,, provoquent la rupture ou déclenchent l’écoulement du 
matériau. Portons sur le diagramme le point E, dont les coordonnées sont 
o'yy et 0, - Après avoir réalisé des essais avec d’autres relations entre les 
contraintes principales, porté sur le diagramme les points correspondants 
et les ayant reliés entre eux, on obtient une ligne KFCAB appelée dia- 
gramme des contraintes limites. Il est clair que pour des matériaux isotro- 
pes la ligne aa constitue l’axe de symétrie de ce diagramme, de sorte qu’il 
suffit de dresser la moitié de ce dernier, que ce soit CEFK ou CAB. 

Les points du !' quadrant du diagramme caractérisent la traction 
biaxiale (9, = 0 ; o, > 0 et o, > 0) ; les points des II et IV° quadrants 
caractérisent la traction-compression biaxiale (o, > 0 ; «, = 0 ; o, < 0); 
les points du III quadrant, la compression biaxiale (o, < 0; 9, < 0; 
o, = 0). 

La figure VIIL.3 représente le diagramme des contraintes limites d’un 
matériau fragile qu’est la fonte grise, obtenu par Grassi et Cornet. La com- 
position chimique de la fonte : C, 3,48 % ; Si, 2,21 %; Mn, 0,52 %. 
L’essai portait sur des tubes en fonte à diamètre extérieur de 14 mm et 
épaisseur des parois de 0,75 mm. Les tubes subissaient l’action simultanée 
de la charge axiale et de la pression intérieure. 

Le diagramme montre que dans le I" quadrant la rupture se produit pra- 
tiquement sous la contrainte de traction constante de 190 MPa. Dans le IV° 
quadrant, tant que la deuxième contrainte, maintenant celle de compres- 
sion, ne dépasse pas 200 MPa, la contrainte de traction reste constante et 
égale à 190 MPa. Puis elle commence à fablir, alors que celle de compres- 
sion croît pour atteindre 630 MPa (charge de rupture à la compression 
uniaxiale) ; le III quadrant n’a pas été exploré. 

-La figure VIII.4 représente le diagramme des contraintes limites obtenu 
par Koffine pour la fonte grise. 


” En construisant le diagramme considéré, on compromet en partie la règle de notation 
des contraintes principales. Ainsi, pour le I' quadrant, dans le cas d’une traction biaxiale quel- 
conque, les abscisses des points sont égales à la valeur limite de la contrainte principale qui 
agit dans le sens horizontal et qui est notée o, (cf. dans le I" quadrant l’image de l’élément 
étendu), bien que pour les points au-dessous de la droite en pointillé OC, 0, > 0,,C'est-à-dire 
qu’en observant rigoureusement la règle de la notation, il faut considérer que ‘la contrainte 
agissant dans le sens horizontal est la première. 
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Pour le I' et le II° quadrants les résultats sont proches du résultat visua- 
lisé sur la figure VIII.3. Les données bien rares sur le III° quadrant des con- 
traintes (compression-compression) sont très intéressantes (fig. VIII.4). 


Fig. VIIL.3 Fig. VIII.4 


La figure VIII.S donne les diagrammes des contraintes limites pour 
d’autres matériaux très fragiles : verre (fig. VIII.S, a) et gypse (fig. 
VIIL.S, b). Ces diagrammes sont obtenus d’après les expériences de l’aca- 
démicien N. Davidenkov. 

Les éprouvettes de verre étaient des tubes à diamètre intérieur de 35 mm 
et à épaisseur des parois de 1 mm, longues de 220 mm. Les éprouvettes de 
gypse étaient moulées en gypse médicinal également sous la forme des tubes 
de diamètre intérieur de 39,5 mm et d’épaisseur des parois de 3 mm. Pour 
le verre, la puissance insuffisante du dispositif n’a pas permis d’établir les 
points intermédiaires entre 4, = —300 MPa et o, = — 875 MPa. 

La figure VIII.S, a montre que, pour le verre, jusqu’à o, = — 300 MPa 
le rôle décisif appartient à la contrainte de traction o, = +40 MPa ; pour 
le gypse, jusqu’à la contrainte o, = —12 MPa, le rôle déterminant appar- 
tient également à la contrainte de traction o, = +4 MPa. Le III° quadrant 
(c’est-à-dire le cas de compression biaxiale) n’a pas été exploré. 

La figure VIII.6 visualise les résultats des essais avec l’acier et le cuivre 
appartenant au groupe des matériaux plastiques. Là on a porté sur les axes 
des coordonnées non pas les valeurs absolues des contraintes limites, mais 
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leur rapport à la limite d’écoulement en traction (compression) uniaxiale. 
Ce diagramme montre que les points expérimentaux reposent suivant une 
certaine courbe CKADB. Ceci témoigne du fait qu’à la différence de dia- 
grammes précédents, aucune des contraintes ne joue ici de rôle détermi- 
nant. 


Fig. VIILS Fig. VIIL.6 


Pour l’état de contrainte triaxial, les données empiriques sont bien 
moins nombreuses que pour celui de l’état de contrainte plan. Les essais 
dans ce domaine ne sont réalisés que pour un certain nombre de combinai- 
sons des contraintes principales. 

Passons maintenant à l’exposé des hypothèses fondamentales de la 
résistance. Certaines d’entre elles sont confirmées par des essais soit 
comme hypothèses de la rupture, soit comme hypothèses de la plasticité. 


$ 69. Première hypothèse de la résistance 


Elle s’appelle également hypothèse des contraintes normales maximales 
du fait que ces contraintes sont à la base de son critère de la résistance. On 
peut l’énoncer de la façon suivante : l’état limite du matériau en état de 
contrainte composé survient lorsque dans le cas de l’état de contrainte 
uniaxial la contrainte normale maximale atteint la valeur de la contrainte 


limite : 0. (VIIL.1) 
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où 9, est la valeur limite de la contrainte normale la plus grande des trois 
contraintes (à l’instant de la rupture) ; o,,,la contrainte limite à la compres- 
sion ou à la traction uniaxiales (charge de rupture). 

Le diagramme des contraintes limites dressé d’après la première hypo- 
thèse est représenté sur la figure VIII.7, a sous la forme des droites 72, 23, 
34 et 14. De plus, les tronçons OA = OFtraduisent la contrainte limite à la 
traction uniaxiale, les tronçons OB = OK, la contrainte limite à la com- 
pression uniaxiale. Pour les matériaux fragiles OB > OF; pour les maté- 
riaux plastiques, OB = OF (fig. VIII.7, b). En divisant les deux membres 


a) Oyus Gyu 


Fig. VIIL.7 


de l’égalité (VIII.1) par le coefficient de sécurité et en ajoutant le signe 
d’inégalité, on obtient la condition de la résistance : 


0, < Ogm (VIIL.2) 


Où o, est la valeur réelle de la contrainte principale maximale subie par le 
point dangereux de la pièce ; o,,,.,, la valeur de la contrainte normale 
admissible adoptée pour la traction ou la compression uniaxiales. 

Compte tenu de l’expression (VIII.2), la première hypothèse de la résis- 
tance peut être énoncée de la façon suivante : a l’état de contrainte com- 
posé, la résistance du matériau est assurée si la contrainte normale maxi- 
male ne dépasse pas la contrainte normale admissible établie pour l'état de 
contrainte uniaxial. 

On voit que cette hypothèse tient compte seulement de la contrainte 
principale maximale, en négligeant l’influence sur la résistance des maté- 
rlaux des deux autres contraintes principales. Pour les matériaux plastiques 
les essais passés en revue plus haut ne confirment pas cette hypothèse en 
tant qu’hypothèse de plasticité, c’est-à-dire une hypothèse qui établit le cri- 
tère du déclenchement de l’écoulement (cf. fig. VIII.6). Les points expéri- 
mentaux reposent non pas sur les droites FC, CE et BE, comme ils le 
devraient d’après la première hypothèse, mais sur une certaine courbe 
CKADB. 
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Pour les matériaux fragiles, dans le I" quadrant du diagramme et dans 
une partie notable du IV® (ou du II°), la première hypothèse s’accorde bien 
avec les données d’expérience (cf. fig. VIII.3 à VIII.S). Ce sont les cas où il 
convient justement de l’utiliser en l’envisageant comme une hypothèse éta- 
blissant le critère de la rupture fragile. 

Si les contraintes admissibles du matériau à la traction et à la compres- 
sion sont différentes, au lieu de la condition de la résistance (VIII.2) on a 
deux conditions, celles des contraintes maximales à la traction et à la com- 
pression : 


max 0, < Cum: (VIIL.22) 
max o. < du. (VIIL.2b) 


$ 70. Deuxième et troisième hypothèses de la résistance 


D’après la deuxième hypothèse appelée également hypothèse des défor- 
mations linéaires maximales, on adopte comme critère de la résistance la 
plus grande déformation linéaire. 

Les essais ne confirmant pas cette hypothèse, nous ne l’exposerons pas 
et passerons à la description de la troisième hypothèse appliquée actuelle- 
ment à une large échelle. 

D’après cette dernière, appelée également hypothèse des contraintes 
tangentielles maximales, la résistance du matériau à l’état de contrainte 
composé est assurée, si pour l'état de contrainte uniaxial, la contrainte tan- 
gentielle maximale ne dépasse pas la contrainte tangentielle admissible 


LOTS (VIIL.2) 


Au $15 nous avons montré qu’à l’état de contrainte biaxial les contrain- 
tes tangentielles maximales interviennent dans les sections sous un angle 
œ = 45° par rapport à la direction des contraintes principales et sont égales 
à la demi-différence de ces contraintes. 

Dans le cas de l’état de contrainte volumique, les contraintes tangentiel- 
les maximales ont lieu dans le plan ABCD (cf. fig. VIII.1) 


Tmax = (0, — a,)/2. 


A l’état de contrainte uniaxial la contrainte tangentielle admissible 7, 
est liée à la contrainte normale admissible o,,, par la relation 
Tadm = V203dm> AUi Se déduit de la formule précédente en y annulant 0. 
Ainsi, d’après la troisième hypothèse, la condition de la résistance expri- 


mée en contraintes normales est de la forme 


Drug = 01 — O3 < Ondm” (VIII.4) 


L'expression du premier membre de l’inégalité (VIII.4) est une certaine 
contrainte dite réduite ou équivalente (ou, encore, de calcul). 
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Il faut l’entendre comme la contrainte qu'il faut produire dans une 
éprouvette tendue ou comprimée pour que sa résistance soit la même que la 
résistance de l’éprouvette qui se trouve à l’état de contrainte composée. 

Pour comparer cette hypothèse avec les données empiriques écrivons 
aussi d’après la troisième hypothèse la condition du passage du matériau à 
l’état limite 


Ou — ju — Ou» (VIII.S) 


u U 


où o,, et 0,, sont les valeurs des contraintes principales à l’état limite ; o,, 
la contrainte limite à la traction ou à la compression uniaxiales. 

Représentons la condition (VIII.S) sur le diagramme des contraintes 
limites. En traction biaxiale la contrainte minimale o, est nulle, donc, dans 
les [' et III° quadrants la troisième hypothèse se confond avec la première : 
les lignes F2, 24; K4 et 4B (cf. fig. VIII.7, b). 

Dans le II° quadrant l’équation (VIII.S) est l’équation de la ligne KF 
inclinée sous un angle de 45° (cf. fig. VIII.7, b). Dans le IV° quadrant la 
ligne KF correspond à la ligne AB. 

En comparant le diagramme des contraintes limites établi d’après la 
troisième hypothèse (droites CA et 4B de la figure VIII.6) avec les résul- 
tats des essais des matériaux plastiques, on voit que cette hypothèse définit 
en général assez bien la résistance de ces matériaux aux déformations plas- 
tiques, de toute façon bien mieux que la première hypothèse (lignes CE et 
BE). 

Pour le cas de cisaillement pur (torsion), lorsque o, = 7 et o, = —7, 
on obtient d’après la formule (VIIL.S) : 


où 7, est la limite d'écoulement au cisaillement pur ; o,, la limite d’écoule- 
ment à la traction (compression) uniaxiale. 

Pour la plupart des aciers les essais donnent 7, = 0,6 0... 

L’inconvénient de la troisième hypothèse est qu’elle ne rend pas compte 
de l’influence de la contrainte principale intermédiaire o, sur la résistance 
du matériau. 

Actuellement, la troisième hypothèse de la résistance est largement utili- 
sée pour les matériaux plastiques qui ont la même résistance à la traction et 
à la compression. 


$ 71. Hypothèses énergétiques de la résistance 


D’après la première des hypothèses énergétiques, celle de Beltrami, la 
résistance des matériaux à l'état de contrainte composé est assurée lorsque 
l'énergie potentielle spécifique des déformations ne dépasse pas l'énergie 
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potentielle spécifique admissible établie pour l'état de contrainte uniaxial 
Uu < U an: (VIIL.6) 


. Dans le cas de l’état de contrainte volumique l’énergie potentielle spéci- 
fique de la déformation s’écrit (cf. $18) : 


u = O,SE [o? + où + of — 2»(0,0, + 0,0, + 0,0,)].  (VIIL.7) 


Cette quantité est toujours positive. C’est pourquoi l’hypothèse énergé- 
tique, tout comme la troisième hypothèse, ne rend pas compte de la diffé- 
rence entre la traction et la compression ; autrement dit, en appliquant 
cette hypothèse, il faut adopter 


Tim GE dm — adm 
AVEC 0, = Ojgmr 92 — 03 = 0 dans le cas de l’état de contrainte 
uniaxial l’énergie potentielle spécifique admissible est également détermi- 


née par la formule (VIII.7) : 
Udm = Cum/(2E). (VIIL.8) 


En portant la valeur de u tirée de la formule (VIII.7) et de u,,, de 
(VIII.8) dans la formule (VIII.6), on obtient 
où + où + 03 — 2v(0,0, + 0,0, + 0,0,) < oi, 


ou 


eg = Vo? + où + où — 2v(0,0, + 0,0, + 0,0,) < Oum: (VIL.9) 


Les essais montrent que les meilleurs résultats s’obtiennent si on retient 
comme critère de la résistance non pas toute l’énergie de la déformation, 
mais seulement celle de ses parties qui est associée au changement de la 
forme du corps. Il est le plus simple d’écrire cette condition en admettant 
dans la formule (VIII.9) que » = 0,5, puisque pour cette valeur de » le 
volume du corps ne change pas (cf. $17). 

Par conséquent, d’après l’hypothèse énergétique du changement de 
forme appelée également quatrième hypothèse ou hypothèse de Hubert- 
Mizes la condition de la résistance (dans notre cas c’est la condition de la 
plasticité) est de la forme 


eg = VO? + 02 + Où — 0,0 — 003 — 030,< Cudm: (VIII.10) 


Dans le cas particulier de l’état de contrainte plan (o, = 0),ona 


Ouy = VO + —-00<0 


adm ° 


(VIIL.11) 
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Pour comparer avec les données empiriques, écrivons d’après cette 
hypothèse la condition limite de l’état de contrainte plan : 
+ ou — Ou 2 — c 


of, .s (VIII. 12) 
où o,, et o,, sont les valeurs limites des contraintes principales ; o,, la 
valeur limite des contraintes à la traction (compression) uniaxiale. 

Sur le diagramme des contraintes limites à cette équation correspond 
une ellipse (cf. fig. VIIIL.7, b). En comparant la condition de plasticité défi- 
nie par la quatrième hypothèse (ligne CXADB de la figure VIIL.6) avec les 
données empiriques, on établit que leur coïncidence est très bonne. Pour le 
cas du cisaillement pur, on obtient de (VIIL.12) que 37? = o,; d’où 
7, = 0,58 o,, ce qui coïncide bien avec les données empiriques. 

Pour les matériaux fragiles les résultats obtenus avec la quatrième 


hypothèse ne sont pas satisfaisants. 


$ 72. Généralités sur les autres hypothèses de la résistance 


Les hypothèses passées en revue donnent des résultats qui conviennent 
seulement soit pour la rupture fragile (première hypothèse), soit pour l’état 
visqueux (troisième et quatrième hypothèses). D'autre part, elles ne ren- 
dent pas compte de la différence entre la résistance des matériaux à la trac- 
tion et à la compression. 

En plus des hypothèses examinées, on a proposé bien d’autres encore. 
Certaines d’entre elles, tout en présentant de l’intérêt, ne peuvent pas être 
examinées dans notre cours. Il faut signaler en premier lieu l’hypothèse de 
Mohr qui permet de prendre en compte la différence entre la résistance des 
matériaux à la traction et à la compression. D’après cette hypothèse, la 
condition de la résistance s’écrit : 


Oreg = A — MO < Om» (VIII. 13) 
où m = 0,,/0,, ; 0, est la contrainte limite à la traction ; o,., la con- 


trainte limite à la compression. 
Pour les matériaux plastiques les contraintes limites sont égales aux 


limites d’écoulement correspondentes : o,, = 0, ; 0,, = 0... 


Pour les matériaux fragiles les contraintes limites sont égales à la charge 
de rupture. 

Ainsi, l’hypothèse de Mohr peut être envisagée aussi bien comme une 
hypothèse de la plasticité que de la rupture. 

Pour m = 1, l'hypothèse de la résistance de Mohr coïncide avec la troi- 
sième hypothèse. Sur le diagramme des contraintes limites, dans le I" qua- 
drant l’hypothèse de Mohr coincide avec la première et la troisième hypo- 
thèses de la résistance (lignes FC et CA de la figure VIII.3), et dans le IV° 
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quadrant, elle traduit la relation entre les valeurs limites des contraintes o, 
et 94, sous la forme de la droite 4B. On voit que les résultats fournis par 
l'hypothèse de Mohr dans le cas des matériaux fragiles conviennent bien 
tout en exagérant en définitive les dimensions des sections. Les résultats 
obtenus d’après la théorie de Mohr sont les meilleurs avec o, > 0 et 
0 < 0. 

La généralisation de l’hypothèse énergétique proposée par P. Balandine 
presente aussi de l’intérêt et permet de tenir compte de la différence entre la 
résistance à la traction et à la compression. D’après Balandine, la condition 
de la résistance est de la forme 


1- m 
Oéd — D (o, + 0, + 03) + 


| 
Hat — m}(o, + 0, + 0,)} + 4mlo? + oi + 


+ of — (0,0, + 0,0, + 0301) < um» 
ou m — Our Tue * 
Pour l’état de contrainte biaxial, avec o, = 0,ona 


1 - Mm 


(o, + o,) + 


1 
+ PM — m}(o, + 0) + 4m(oi + 05 — 0,0) < Cam: 


Oréd = 


Pour les matériaux de même résistance à la traction et à la compression, 
c’est-à-dire pour m = 1, la théorie de Balandine coincide avec la quatrième 
hypothèse. Les expériences montrent que dans une marge définie des états 
de contrainte l’hypothèse de Balandine donne de bons résultats. Ainsi, 
dans le cas de la fonte, elle peut être appliquée à la deuxième partie du IV° 
quadrant des contraintes (cf. fig. VIII.3) lorsque la contrainte de compres- 
sion devient égale à celle de traction, ainsi que, vraisemblablement, au III 
quadrant, bien que les données empiriques sur le III° quadrant sont encore 
insuffisantes. 

Les hypothèses de la résistance généralisées ces derniers temps méritent 
également l’attention ; leur critère de la résistance est établi non pas 
d’après un, mais d’après deux et même trois facteurs. Le professeur 
Y. Friedman a proposé de réunir la deuxième et la troisième hypothèses. 
N. Davidenkov, de l’Académie des Sciences de l’U.R.S.S., a proposé en se 
fondant sur des expériences avec la fonte, le verre et le gypse décrites dans 
ce qui précède, de réunir la première hypothèse avec celle de Balandine. 

Par exemple, pour la fonte, la première hypothèse doit être appliquée 
au I" quadrant des contraintes et à la première partie du IV® quadrant, tant 
que la contrainte de compression ne dépasse pas celle de la traction. A la 
partie restante du IV° (ou du II°) quadrant, ainsi qu’au III quadrant des 
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contraintes, on peut appliquer, d’après Davidenkov, l’hypothèse de la 
résistance de Balandine. 

On a avancé encore d’autres hypothèses. Le professeur M. Filonenko- 
Boroditch a proposé d’écrire la condition de la résistance sous la forme 
d’un polynôme du deuxième et même du troisième degré par rapport aux 
contraintes principales, où figure un nombre défini de constantes arbitrai- 
res déterminées à partir des essais, y compris des essais à l’état de con- 
trainte composé. Pourtant, les diagrammes de rupture des matériaux fragi- 
les donnés précédemment montrent clairement que dans toute la plage des 
états de contrainte la condition de la résistance du matériau ne peut pas être 
exprimée par une fonction continue. 

Pour les matériaux fragiles la plus justifiée est probablement la théorie 
de Davidenkov. 

Nous avons examiné les hypothèses de la résistance en nous fondant sur 
les données fournies par les expériences avec l’état de contrainte biaxial. 
Les données empiriques relatives aux états de contrainte triaxiaux sont bien 
plus pauvres. Les renseignements disponibles témoignent du fait qu’aux 
états de contrainte proches de la compression triaxiale les matériaux même 
fragiles sont capables de résister aux efforts très importants. Dans le cas où 
la compression appliquée de tous les côtés est d’une valeur identique pour 
les matériaux tels que l’acier, le cuivre, l’aluminium la rupture ne survient 
qu’à des pressions énormes atteignant 5000 à 20 000 MPa. 

Les données empiriques disponibles permettent d'admettre que pour les 
matériaux plastiques soumis à l’état de contrainte triaxial des résultats 
satisfaisants sont donnés par l’hypothèse énergétique du changement de 
forme et la troisième hypothèse de la résistance. Pour ce qui est des maté- 
riaux fragiles, on recommande d’appliquer l’hypothèse de la résistance de 
Monhr. 


Exemple VIII.1. Vérifier la résistance du matériau (acier 20) soumis à la compression 
triaxiale ; o, = — 500 MPa ; o, = —400 MPa ; o, = —400 MPa ; 0,4, = 160 MPa. 

Solution. D'après l'hypothèse énergétique de changement de forme, la contrainte équiva- 
lente vaut (cf. la formule VIII.10) 


LA 
Vo + 09 + 0% — 0,0, — 0,0, — 0,9, = 


3 2 1 3 


= V500? + 4007 + 4007 — 500 : 400 — 400 : 400 — 400 : 500 = 


= 100 MPa < 160 MPa. 


Oréd = 


Il est curieux de noter que d’après la première hypothèse de la résistance, qui dans notre 
cas est inapplicable, on aurait obtenu 0,4 = 300 MPa, c'est-à-dire bien plus. 

Exemple VIII.2. Vérifier la résistance d’une pièce en fonte dont l’état de contrainte au 
point dangereux est visualisé sur la figure VIIILS8. La contrainte admissible est 
Cum = 35 MPa ; m = 0,29. 

Solution. L'état de contrainte n'étant pas donné en contraintes principales, calculons 
d’abord celles-ci en utilisant les formules du $16 : 
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9, = 0/2 + 0,5Vo? + 47 = 10/2 + 0,5V10? + 4 - 20? = 5 + 20,6 = 25,6 MPa: 
a, = 4/2 — 0,5Vo? + 47 = 5 — 20,6 = —15,6 MPa. 


La contrainte de traction dépassant en valeur absolue celle de compression, en vertu de 
l'hypothèse généralisée de Davidenkov cet état de contrainte impose l’application de l'hypo- 


6 =/0 MPa 


É =20MPa 


Fig. VIIL.8 


thèse des contraintes normales maximales 


eg = 25,6 MPa < 35 MPa. 


L'hypothèse de Mohr donneraït o,,, = 25,6 — 0,29(— 15,6) = 30,1 < 35 MPa, c'est-àdire 
une évaluation plus prudente. 

Exemple VIII.3. Calculer le coefficient de sécurité d’une pièce en fonte si au point dange- 
reux les contraintes principales sont : o, = 25 MPa ; o, = 0; 0, = — 50 MPa. La charge de 
rupture de la fonte à la traction On = 160 MPa ; à la compression : ce = 550 MPa ; 
m = 0,29. 

Solution. La contrainte de compression dépassant en valeur celle de traction, calculons en 
vertu de l'hypothèse de la résistance de Balandine la contrainte équivalente : 


= Te io = Va — m){o, + o,)? + 4m(o? + 03 — 0,0) = 


Oo 
réd 2 


€ 


1 — 0,29 
Mer Di 


+ = VO — 0,29) 25 — 50)? + 4 - 0,29(25? + 50? + 25 - 50) = 27,65 MPa. 


Le coefficient de sécurité 7 = 160/27,65 = 5,8. 
A titre de comparaison, calculons le coefficient de sécurité d’après l'hypothèse de Mohr : 


deg = 9, — ma, = 25 + 0,29 + 50 = 39,5 MPa ; 
n = 160/39,5 = 4,06, 


c’est-à-dire encore une évaluation plus prudente. 

Ainsi, l'application des hypothèses de la résistance généralisées permet de choisir d’une 
façon plus économique les dimensions des pièces en matériaux fragiles. Cependant, compte 
tenu des données empiriques insuffisantes sur la résistance des matériaux et l’état de con- 
trainte composé il est recommandé d'utiliser l’hypothèse de Mohr. 

Exemple VIII.4. Evaluer la probabilité des déformations plastiques sous l'effet de contact 
d’une sphère et d’une plaque en acier 30 si la contrainte de contact maiximale 


Onax — 1200 MPa, c’est-à-dire égale à la contrainte de contact admissible (cf. le tableau 11.6). 
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Solution. En appliquant la troisième hypothèse de la plasticité écrivons les conditions du 
passage du matériau à l’état plastique : 
Tax = 7 = %/2 = 300/2 = 150 MPa, 
où 7, = 150 MPa est la limite d'écoulement de l'acier 30 sous des contraintes tangentielles. 


La formule (11.64) amène pour les points situés en profondeur de la plaque (à la distance 
égale à peu près à la moitié du rayon de l’aire de contact) : 


Tax = 0,31 * 0, = 0,31 + 1200. = 372 MPa. 
Puisque 7,,,, > 150 MPa, on en tire que pour la valeur donnée de la contrainte de con- 


tact les déformations plastiques sont inévitables, surtout en profondeur de la plaque, et ne 
sont a‘missibles que sous l’action d’une charge statique. 


CHAPITRE IX 


CAS GÉNÉRAL DE L'ACTION DES FORCES 
SUR UNE BARRE 
(RÉSISTANCE COMPOSÉE) 


$ 73. Généralités 


Nous avons examiné quatre formes de sollicitation simple d’une barre 
que sont la traction (compression) centrale, le cisaillement, la torsion ou la 
flexion plane. Les sections droites de la barre subissaient toujours sous 
l’action de la charge un seul effort intérieur (effort normal ou tranchant, 
moment de torsion ou moment fléchissant). Il n’y avait d’exception que 
pour le cas général de la flexion plane (simple), lorsque les sections droites 
de la barre sont simultanément soumises à deux efforts intérieurs, lc 
moment fléchissant et l’effort tranchant. Mais là aussi on prenait en 
compte dans les calculs à la résistance et à la rigidité seulement l’effort inté- 
rieur, d’habitude le moment fléchissant. 

Or, dans la pratique on tombe souvent sur des cas plus compliqués, 
lorsque la barre est sollicitée dans ses sections droites par plusieurs facteurs 
de force internes (efforts intérieurs), et le calcul à la résistance doit rendre 
compte de leur action simultanée, par exemple, de celle de l’effort tran- 
chant et du moment de torsion, ou de la combinaison de trois et plus 
efforts intérieurs. Ces cas s’appellent résistance composée. 

L'ordre de résolution de tels problèmes est le suivant. 

On détermine d’abord par la méthode des sections les facteurs de force 
intérieurs subis par les sections droites. 

Pour une charge composée, il est recommandé de construire les dia- 
grammes des efforts intérieurs, qui permettent de déterminer la position de 
la section dangereuse”. Ensuite, sur la base du principe de l’indépendance 
de l’effet des forces, on détermine les contraintes normales et tangentielles 
pour chaque effort intérieur séparément, en utilisant les formules obtenues 
dans les chapitres précédents. En explorant la distribution des contraintes 
suivant la section on établit le point dangereux (ou supposé tel) pour lequel 
on compose la condition de la résistance. S’il ‘’avère que le point dange- 


* Il arrive qu'il soit impossible d’après les diagrammes des efforts intérieurs de se faire 
une idée bien sûre de la section dangereuse ; on établit alors deux (et parfois plus) sections pré- 
sentant un danger éventuel et on réalise le calcul pour chacune d'elles. 
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reux est le siège d’un état de contrainte uniaxial (traction ou compression 
uniaxiale), il suffit pour le calcul à la résistance de comparer la contrainte 
normale globale (c’est-à-dire résultante de tous les efforts intérieurs) en ce 
point, à la contrainte admissible en traction ou en compression. Mais si au 
point dangereux l’état de contrainte est biaxial ”, il faut appliquer telle ou 
telle hypothèse de la résistance. On sait de l’exposé précédent que le choix 
de ces hypothèses est déterminé en premier lieu par l’état du matériau (plas- 
tique ou fragile). 

Lorsqu'il faut déterminer tel ou tel déplacement, on recourt également 
au principe de l’indépendance de l’effet des forces (les déplacements sont 
additionnés géométriquement). 


$ 74. Exemples de la construction des diagrammes 
des efforts intérieurs pour une barre à axe coudé 


Considérons l’exemple de la construction des diagrammes des moments 
de torsion et fléchissants, ainsi que des efforts normaux pour la barre 
représentée sur la figure IX.1, a sur laquelle est représenté également le 
système de coordonnées. 


Fig. IX. 


Le moment fléchissant en une section quelconque de la barre est déter- 
miné comme la somme algébrique des moments (par rapport à l’axe corres- 
pondant) des forces extérieures appliquées d’un côté de la section. Pour ne 
pas calculer au préalable les réactions de l’encastrement, il est recommandé 


* Dans la résistance des matériaux le cas de l’état de contrainte triaxial ne se présente 
pas. 
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de prendre la somme des moments des forces subies du côté de l’extrémité 
libre de la barre. 

Dans une section arbitraire du tronçon AB le moment fléchissant est 
Ms, = F5; (fig. IX.1, b). Le diagramme de M du tronçon AB est construit 
d’après cette équation du côté droit de la barre (sur la fibre comprimée). 

Pour calculer les moments fléchissants dans les sections du tronçon BC 
il'est utile de transposer en pensée la force F parallèlement à elle-même du 
point À en point B. A cet effet, il faut ajouter un moment reposant dans le 
plan du dessin, c’est-à-dire dans le plan ZOY, et égal à M, = Fl,. Le plan 
de ce moment étant perpendiculaire à l’axe du tronçon BC de la barre, il 
tord cette dernière, alors que la flexion est produite par la force F. C’est 
pourquoi le moment fléchissant dans la section d’abscisse s, vaut 
Ms, = Fs,. 

Les fibres comprimées du tronçon BC se trouvent à droite, là où est 
construit le diagramme de Ms, à ordonnée maximale F1, . D’une façon ana- 
logue, on dresse le diagramme des moments fléchissants du tronçon CD. A 
cet effet, la force F et le moment M, = FI, sont reportés en pensée du 
point B en point C. 

Le point C subit la force F dirigée le long du tronçon CD et deux 
moments : M, = Fi, transposé sans changer, et M,, = FI, obtenu en 
transposant la force F du point B en point C. 

Ces deux moments M. et M, (ils ne sont pas représentés sur le dessin) 
provoquent la flexion : fe premier dans le plan vertical, et le deuxième, 
dans le plan horizontal. 

Les diagrammes correspondants des moments fléchissants du tronçon 
CD sont représentés sur la figure IX.1, b. Ces diagrammes sont construits 
du côté des fibres comprimées du tronçon envisagé. 

Dressons le diagramme des moments de torsion. Dans le tronçon 4B la 
barre ne subit pas la torsion, la force F reposant dans le même plan que 
l’axe longitudinal du tronçon 48. 

Dans les sections du tronçon BC le moment de torsion T = M. = F1. 
Le diagramme de 7 peut se construire de n’importe quel côté de “la re 
(fig. IX.1, c). 

Le tronçon CD ne subit pas de torsion du fait que la force Fest parallèle 
à son axe. 

Construisons le diagramme des efforts normaux. La condition d’équili- 
bre des parties rejetées permet d’obtenir en projetant les forces sur la direc- 
tion des axes des tronçons isolés de la barre (fig. IX.1, d) : 


Nig8=0; Nyc=0; Nhnh=7F traction). 


” Les distances entre l’une des extrémités du tronçon donné de la barre et la section envi- 
sagéc sont notées respectivement Sjs S2v S3- 
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Le diagramme de N est représenté sur la figure IX.1, e. 

L'étude des diagrammes montre que 1) le tronçon AB ne travaille qu’à 
la flexion; 2) le tronçon BC est sollicité à la torsion et à la flexion dans le 
plan horizontal ; 3) le tronçon CD subit la flexion dans deux plans et la 
traction. 

Les calculs de la résistance de chaque tronçon doivent être réalisés con- 
formément à ce qui vient d’être exposé. 


$ 75. Flexion dans deux plans (flexion deviee) 


La flexion déviée apparaît lorsque les forces extérieures perpendiculai- 
res à l’axe de la barre ne reposent pas dans le plan passant par l’axe princi- 
pal de la section droite (fig. IX.2). Dans ce cas, le moment fléchissant 


Fig. IX.2 à 


engendré dans la section peut être décomposé en deux moments qui agis- 
sent dans les plans passant par les axes principaux de la section. Ainsi, la 
flexion déviée peut être envisagée comme la combinaison de deux flexions 
simples dans des plans respectivement perpendiculaires. 

En flexion déviée, les contraintes normales en un point de la section 
droite sont égales à la somme algébrique des contraintes dues à la flexion 
dans les deux plans. 

Considérons, par exemple, le point C de la section d’appui dont les 
coordonnées par rapport aux axes principaux sont x et y. Dans cette sec- 
tion : 

a) le moment fléchissant subi par la section de la barre dans le plan ver- 


tical d’axe neutre x : 
M, = Fl= FHsne; (a) 


b) le moment fléchissant subi par la section de la barre dans le plan 
horizontal d’axe neutre y : 
M, = F,l = FHcos €. (b) 
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Ici F, et F, sont les composantes verticale et horizontale de la force F ; /, la 
longueur de la poutre ; w, l’angle d’inclinaison du plan de force par rap- 
port à l’axe x. 

En flexion dans le plan vertical la moitié supérieure de la poutre (y com- 
pris le point C) subit des contraintes de traction, et la moitié inférieure, des 
contraintes de compression, du fait que la partie convexe de la poutre est 
orientée en haut. 

Au point C les contraintes se calculent suivant la formule connue de la 
théorie de la flexion simple : 


0, = M y/L,, 


où y est la distance de l’axe neutre x au point C ; Z,, le moment d’inertie de 
la section droite de la poutre par rapport à l’axe x. 

La flexion dans le plan horizontal engendre dans la moitié droite de la 
poutre, et donc en C, des contraintes de traction, et dans la moitié gauche, 
des contraintes de compression, de façon que la flexion dans le plan hori- 
zontal pousse le côté convexe de la poutre à droite. Pour s’en convaincre, il 
suffit de fléchir dans le plan horizontal une règle flexible. 

Les contraintes supportées par le point C se calculent d’après la formule 


analogue 0, = M,x/1,, 


où x est la distance entre l’axe y (axe neutre en flexion dans le plan horizon- 
tal) et le point C ; Z,, le moment d'inertie de la section droite de la poutre 
par rapport à l’axe y. 


La contrainte globale en C : 
o = M,y/I, + M,x/I,. (IX.1) 


Cette formule est justifiée pour toute autre section de la poutre. 

Si la section comporte des points angulaires en saillie tels que x, et 
Ÿ max SOnt atteints simultanément (rectangle, section en H), en ces points 
apparaît la contrainte maximale en valeur 


o=+M/W, + M/W,, [EX.2] 
où W, = 21, /h est le moment de résistance de la section par rapport à l’axe 
x: W, — 21,/b, le moment de résistance de la section par rapport à l’axe 
y. 


Il est clair que les points présentant un danger sont les points angulaires 
de la section où sont sommées les contraintes de même signe. Pour le cas 
représenté sur la figure IX.2 ces points sont B et E, le point B reposant dans 
la zone tendue et le point E, dans la zone comprimée. Les contraintes en ces 
points sont donc : 

08 = M/W, + M/W,; 0 = —M/W, - M/W.,. 
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Pour une section de contour arbitraire ne possédant aucun point angu- 
laire, il faut trouver au préalable les points présentant un danger, points 
soumis aux contraintes de traction et de compression (fig. IX.3). A cet 
effet, on procède de la façon suivante. On détermine d’abord la position de 


Fig. 1X.3 


la ligne nulle en flexion déviée, c’est-à-dire l’ensemble des points de la sec- 
tion où les contraintes normales sont nulles. Autrement dit, on détermine 
la ligne de séparation des parties sollicitées à la traction et des parties subis- 
sant la compression. Supposons que ce soit la ligne nn. 

En flexion les contraintes augmentent à mesure qu’on s’éloigne de la 
ligne nulle. Ceci est rendu clair par le fait que (IX.1) est une équation du 
plan qui passe par la ligne nulle. L’ordonnée mesurée suivant la normale 
entre l’un des points de la section droite et la ligne nulle est égale numéri- 
quement à la contrainte en ce point. Elle est maximale pour le point qui se 
trouve le plus loin de Ia ligne nulle. 

Compte tenu de ce fait, tirons la conclusion que les points, où il faut 
vérifier les contraintes, sont les plus éloignés de la ligne nulle (Æ' et L). Pour 
un matériau susceptible de subir la traction et la compression de mêmes 
valeurs, le point dangereux est celui des points considérés, où la contrainte 
subie est la plus grande en module. 

L’équation de la ligne nulle s’obtient en annulant le deuxième membre 


de la formule (I1X.1) 
| M,Yo/1 + M}xo I, = 
ou 
M,0o/1, + Kxo/L,) = 0, (IX.3) 
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où, en vertu des formules (a) et (b), 
K = M/M, = cotg », (IX.4) 


et X5, Yo Sont les coordonnées courantes des points de la ligne nulle. Etant 
donné que M, + 0, il vient 


Yo/lx + Kxy/I, = 0. [IX.5] 


Ceci est justement l’équation de la ligne nulle. On voit que c’est une équa- 
tion de la droite qui passe par l’origine des coordonnées. En divisant ses 
deux membres par x,, on obtient 


Yy/Col,) + K/I, = 0. [IX.6] 


Or, le quotient y,/x, = tg B, tangente de l’angle d’inclinaison de la ligne 
nulle à l’axe x, est son coefficient angulaire. Donc, tg 8/1, + K/I, = Oou 


k=t88 = -KI,/1, = —I,/(, cotg ). (IX.7) 


Cette équation montre que pour 1, # I,, l'angle B n’est pas égal à 
l’angle &, c’est-à-dire que la ligne nulle n’est pas perpendiculaire à la ligne 
de force, comme il en a été dans le cas de la flexion simple. C’est dans un 
cas particulier lorsque 7, = L, (cercle, carré, etc.), qu’on a 


tg B = —-cotgy = —tg(90° — 6) = tg(w — 90°), 
c’est-à-dire B = y — 90°. 


Par conséquent, la ligne nulle est perpendiculaire à la ligne de force : 
c’est le cas de la flexion simple. 

Il convient de noter que les lignes nulle et de force reposent dans les 
quadrants connexes. Si, par exemple, la ligne de force passe par le I" et le 
IIT° quadrants (0 < $ < 90°), en vertu de la formule (IX.7) on a pour B 
une valeur inférieure à 90° et, de plus, affectée de signe moins. Ceci signifie 
que l’angle B doit être porté par rapport à l’axe x dans le sens horaire et que 
la ligne nulle passe par les quadrants IV et II. 

Après avoir déterminé la position de la ligne nulle et trouvé les points de 
la section droite les plus éloignés de celle-ci (points dangereux), on peut 
procéder à la vérification de la résistance de la section. 

Si le matériau de la poutre résiste d’une façon différente à la traction et 
à la compression, la résistance doit être vérifiée pour les deux points les 
plus éloignés de la ligne nulle (points K et L de la figure IX.3). Dans ce cas, 
admettant que la barre est une console comme sur la figure IX.2, les condi- 
tions de résistance s’écrivent 


ox = +M,yg/L, + M,Xx/l, < Glam (IX.8) 
_— —M, M, 

O1 = Ve — TX < Égn (IX.9) 
L, I, 
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Lorsque cum = Cidm Cas des matériaux plastiques, le calcul, comme 
nous l’avons dit, se fait pour un point, par exemple, pour K (fig. IX.3), du 
fait que 0, > 0. 

Pour les sections du type rectangle, en H, etc., la condition de la résis- 
tance s’obtient à partir de la formule [IX.2]: 


o = M/W, + M/W,< 0,4m- [IX.10] 


Un matériau fragile, par exemple, la fonte, impose de porter dans la 
formule [IX.10] la contrainte à la traction admissible 01... 

Les dimensions requises de la section droite se calculent en appliquant 
(en fonction de la forme de la section) l’une des formules (1X.8), (IX.9) ou 
[IX.10], le calcul étant ordinairement réalisé par la méthode des approxi- 
mations successives. En retenant certaines dimensions de la section, on 
vérifie si ces formules satisfont aux conditions de résistance. Si l’écart entre 
les contraintes en service et admissibles est important, on choisit d’autres 
dimensions de la section et refait le calcul. Ces approximations se poursui- 
vent tant que o,, ñe soit supérieur à o.,, de 5 à 10 %. Pour choisir les 
dimensions des poutres laminées on consulte les tableaux des normes. 

Le choix de la section circulaire se fait d’après la formule du moment 
fléchissant global en flexion simple 


Mia = VM? + M}, 


du fait que pour un cercle la ligne nulle est perpendiculaire à la ligne 
d’action de M... 

Un certain intérêt pratique présente le problème du choix de la forme de 
la section droite, pour assurer dans le cas de la flexion dérviée le débit mini- 
mal du matériau. On montre sans peine (et le lecteur peut le faire lui-même) 
que pour une section rectangulaire (cf. fig. IX.2) le débit minimal du maté- 
riau (aire minimale de la section) correspond à la condition /b = M,/M,. 

Toutefois, dans le cas de la flexion déviée, la section rectangulaire n’est 
pas la plus avantageuse, les meilleures en ce sens étant les sections en cais- 
son à parois minces. 

En flexion déviée, les flèches sont déterminées isolément dans chaque 
plan, soit par intégration de l’équation différentielle de l’axe fléchi, soit 
d’après l’équation universelle, soit encore suivant la méthode de Mohr. La 
flèche globale se calcule comme la somme géométrique des composantes 
des flèches constitutives : 


PNR TE, (IX.11) 


où /, et jf, sont les flèches dans les plans horizontal et vertical. 
La condition de la rigidité est de la forme : f,,, < fadms OÙ adm 8st la 
flèche admissible. 


Exemple IX.1. Choisir la section de la poutre fléchie suivant deux plans (fig. IX.4). La 
contrainte admissible 0,3, = 160 MPa = 160 - 10° kPa. 
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Solution. Construisons les diagrammes des moments fléchissants dans les plans vertical et 
horizontal pour obtenir les valeurs maximales des moments : 


M, =20kN -m; M, = 10KkN : m. 


Comparons quelques variantes des sections droites. 


Fig. IX.4 


1. Section rectangulaire. Adoptons la relation optimale : 
h/b = M/M, = 2, c'est-à-dire h = 2b. 


Alors, la formule {I1X.10] donne 
o=M/W, + M/W,= 0: 
20 - 6 10 - 6 


= + —__ — 160 : 10° kPa. 
b : 4°? 2b : b? 


On en tire b=7,2-107?2m; h= 14,4: 1072m. L'aire de la section droite 
A, = 104: 107“ m°. 

2. Section en H. Adoptons la section en H n° 36 pour laquelle W, = 743 cm? = 743 x 
xX 1076 m?, W,= 71,1.cm° = 71,1 - 1076 m°, 4 = 61,9 cm? = 61,9 + 107“ m°. D'après la 
formule [IX. 10] 

20 10 

Dh 

743 - 1075 71,1 - 1076 
ce qui dépasse la contrainte admissible de 4,4 % (ce qui est admissible). 


= 27 + 10? + 140 - 10? = 167 - 10° kPa = 167 MPa, 
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3. Section annulaire. Le rapport du diamètre intérieur au diamètre extérieur ©c = 
= d/D = 0,9. 

Une poutre de section circulaire (pleine ou annulaire) doit se calculer d’après les formules 
du moment global en flexion simple 


M = VM? + M? = V20? + 107 = 22,3 kN - m. 


Déterminons le diamètre de la section 


22,3 


9 =" — 160 - 10° kPa, 
0,1D%(1 = 0,9) 5 


d'où D = 0,016 m ; d = 0,9 - 16 : 107* = 14,4: 107? m: A = 37,7 - 107 “m°. 
Si l’on admet que l'aire de la section annulaire vaut 100% , l’aire de la section en H vaut 
165 % ct l’aire rectangulaire, 276 %. 


Cet exemple montre les grandes possibilités que présente le choix des 
sections rationnelles pour réduire le débit des matériaux. 

Il est proposé au lecteur de poursuivre l’exploration de cette question, 
en examinant les sections en caisson à différentes relations entre la largeur 
et la hauteur de la section. 


$ 76. Flexion avec traction (compression) 


La figure IX.5 représente une poutre soumise à l’action conjointe de la 
flexion et de la traction centrale. La charge transversale qui provoque la 
flexion peut être également plus compliquée. 


Fig. IX.S 


Pour déterminer les contraintes globales, faisons appel au principe de 
l'indépendance de l’effet des forces. Les contraintes de traction dues à la 
force F', en tous les points de la section droite sont, comme on le sait, égales 
entre elles et se calculent d’après la formule 

o = F,/A 


ou dans le cas général (quelle que soit la charge axiale) d’après la formule 
[IL.2] : 
o = N/A, 
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où N est l’effort normal dans la section envisagée. 
La formule {VI.8] donne la contrainte engendrée par la flexion 


o = M y/I.. 
Par conséquent, en un point quelconque les contraintes globales 


o = N/A + M,y/L.. (IX.12) 


Dans le cas considéré la section dangereuse est celle de l’encastrement 
où le moment fléchissant est maximal : M... = F,l. Dans cette section les 
points les plus chargés sont ceux qui reposent sur la ligne AB du fait que là 
les contraintes de traction et les contraintes maximales engendrées par la 
flexion o,, = N/A + M,/W. sont sommées. Aux points de la ligne DC 
les contraintes sont plus faibles : 


o = N/A - M/W.. 


Pour les barres susceptibles de résister de la même façon à la traction et 
à la compression, la condition de résistance est de la forme : 


Orax = N/A + M/W < Om [IX.13] 


Si l’effort tranchant est composé, pour déterminer la section dange- 
reuse et le moment fléchissant maximal, il faut construire au préalable le 
diagramme des moments fléchissants. 

Les relations obtenues sont valables également pour l’action d’une 
force de compression. Seulement la contrainte N/A est alors négative, et 
les contraintes maximales en module sont appliquées aux points de la ligne 
DC. Il faut noter que dans la compression les formules mentionnées ne 
conviennent que pour les barres à forte rigidité, telles que l’influence de la 
force de compression axiale sur la déformation de flexion soit négligeable 
et puisse ne pas être prise en compte (cf. chapitre X). 

Dans le cas de la combinaison de la traction et de la flexion déviée les 
contraintes s’écrivent 


o = N/A + M,y/I, + M,x/L,. (IX.14) 


Pour les barres en matériaux susceptibles de subir les mêmes sollicita- 
tions à la traction et à la compression, dont les sections droites possèdent 
des points anguleux équidistants des axes principaux x et y (type rectangle, 
en H, etc.), la condition de la résistance est de la forme 


o = NA + MJW, + MW, < 04m: [IX.15] 

Pour les barres en matériaux résistants d’une façon différente à la trac- 

tion et à la compression, la résistance doit être vérifiée tant aux contraintes 
de traction qu’aux contraintes de compression. 
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$ 77. Compression (traction) excentrée 


Il est très fréquent que la charge longitudinale est appliquée non pas au 
centre de gravité de la section droite de la barre, mais en est légèrement 
déplacée (excentrée) par rapport aux axes principaux de la section (fig. 
IX..6, a). 


£ 


Fig. IX.6 


En appliquant la méthode des sections, on découvre dans toute section 
droite un effort normal N = F et les moments fléchissants égaux par rap- 
port à l’axe x à M, = Fy,= Ny,, et par rapport à l'axe y, à 
M, = Fx,= Nx,. C’est pourquoi en un point quelconque de la section 
droite de coordonnées x et y, la contrainte est déterminée, de même qu’en 
traction axiale avec flexion dans deux plans, d’après une formule analogue 


à (IX. 14) : 
o = N/A + M,y/L + M,x/T,. 


Pour les sections possédant des points anguleux saillants, les contrain- 
tes extrémales s’écrivent : 
o = N/A + M/W, + M/W,, (IX.16) 
où W, et W, sont les couples de réaction par rapport aux axes x et y. 


Dans la section représentée sur la figure IX.6, b, les contraintes maxi- 
males sont appliquées au point Æ du fait que là s’additionnent les contrain- 
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tes de traction dues à la traction centrale et les contraintes de traction pro- 
duites par la flexion dans deux plans : 


08 = N/A + M/W, + M/W,. (IX.16a) 


Les contraintes minimales (au sens algébrique) sont appliquées au point 
D : 


op = N/A - M/W, - M/W,. 


Elles peuvent être aussi bien de traction que de compression. 
La condition de résistance par rapport aux contraintes de traction 
s’écrit 


0, = N/A + MIW, + M/W, < 0\üm. [IX.17] 


Si le point d’application de la force se trouve sur l’un des axes princi- 
paux de la section, par exemple sur l’axe y, la formule précédente devient 
plus simple : 


o, = N/A + MIW,< 6 (IX.18) 


ne 

Lorsque la forme de la section droite est arbitraire, pour déterminer la 
position des points dangereux, il faut établir la position de la ligne nulle (ou 
neutre) dont l’équation s’obtient en annulant la contrainte : 


N/A + Nypo/l, + Nxxy/I, = 0, (IX.19) 


où x, et y, sont les coordonnées courantes des points de cette ligne. 

Introduisons les notations : 5 = 1,/A ; 5 = 1,/A. 

Les quantités i, = VI, = L,/A;iNI, = 1,/A caractérisent la géométrie de 
la section et s’appellent rayons de giration de la section par rapport aux 
axes x et y. La dimension du rayon de giration est une unité de longueur, 
généralement, le centimètre. Maintenant la formule (1X.19) devient 


Ni 4 XP 4 Ypo = (. 
A i iè 
y x 


Etant donné que N/A +# O;ona 


XX + YpYo/iz + 1 = 0. [IX .20] 


Ceci est précisément l’équation de la ligne nulle. On peut la mettre sous 
la forme de l’équation d’une droite aux segments 


Xÿ/a + yyb = 1, (IX.21) 
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où 


a= —i/xy | (IX.22) 


sont les segments sectionnés par la ligne nulle sur les axes des coordonnées 
x et y. 

Le rayon de giration étant toujours positif, les quantités a et Xs, ainsi 
que b et y, ont des signes différents. 

Après avoir déterminé la position de la ligne nulle, il est facile de cons- 
truire le diagramme des contraintes normales. A cet effet, menons la ligne 
I — I (l’axe du diagramme) perpendiculaire à la ligne nulle (fig. IX.6, b). 
Projetons sur cette ligne les points extrêmes de la section D et E, en abais- 
sant sur / — J des perpendiculaires issus de E et D. 


Fig. IX.7 Fig. IX.8 


Pour construire le diagramme des contraintes on a deux points: Æ sur la 
ligne nulle, où o = 0, et L qui s’obtient à partir de la condition qu’à une 
échelle définie le segment LM doit donner la valeur de la contrainte au cen- 
tre de gravité de la section. Puisque en ce centre x = y = 0, la formule 
[IX.15] conduit à 


69 = N/A = F/A. 


Exemple IX.2. Déterminer la position de la ligne nulle pour la section représentée sur la 
figure IX.7, six, = 3cm;y,= —2 cm. 

Solution. Les formules (I1X.22}) permettent de déterminer les segments sectionnés par la 
ligne nulle sur les axes principaux x et y: 
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2 e 3. —8 : . ë 
= - 2 _12:18 "107 /(2:12" 18-1079 _ _,. 10-2m = —9 cm: 
x 3 - 107? 
f 
2 18 - 123 - 10-%/(12 - 12 : 18 - 107 
pat es” = 6: 107?m = 6cm. 
}, —2: 107 


Portons ces segments et menons par les points B et C la ligne nulle nn. | 

Exemple IX.3. Lors du perçage d’une pièce la broche B de la machine subit l'action d’une 
force axiale de 10 kN (fig. IX.8). Calculer le diamètre de la colonne de fonte pleine C. Con- 
trainte à la traction admissible a! ,. = 40 MPa = 40 : 10° kPa. 


Solution. La colonne travaille à la flexion excentrée. D’après la formule (1X.18), on a 


o = N/A + MW < 
En y portant les valeurs numériques, il vient 


t 
Ohdm” 


D Re So 
Ce 4 = To em mon .< ® e 
3,14d? 0,1d° 


On trouve par approximations successives : d = 10,1 : 1072m = 10,1cm. 
Exemple IX.4. Une barre de section rectangulaire 10 X 20 cm encastrée à une extrémi- 
té est soumise à la traction par la force F, = 50 kN, appliquée avec une excentricité de 


Fig. IX.9 


2 cm par rapport à l'axe x, et à la flexion, par une force F, = 4 kN (fig. IX.9). Déter- 
miner les contraintes normales aux points E, B, C et D de la section de l’encastrement. 


Indication. La force F, provoque la traction et la flexion dans le plan vertical (par 
rapport à l’axe x) ; la force F, fléchit la barre dans le plan horizontal (par rapport à l'axe 
y). 

Réponse. OE = — 6,5 MPa (compression) : 04 = —0,5 MPa (compression) ; 0e = 
= +11,5 MPa (traction) ; 0h = +5,5 MPa (traction). 


$ 78. Torsion avec cisaillement. Calcul des ressorts 
à petit pas d’hélice 


L’action conjointe de l’effort tranchant et du moment de torsion est 
subie par les sections droites des spires d’un ressort à petit pas comprimé 
ou tendu par une force F (fig. IX.10). 

Pour calculer les efforts intérieurs dans les sections droites de la tige 
du ressort, appliquons la méthode des sections. Pratiquons une section 
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et considérons l’équilibre de la partie inférieure du ressort (fig. IX.11). 
Soient D, le diamètre moyen du ressort ; #7, le nombre de ses spires ; 
d, le diamètre de la section droite d’une spire ; la pente de la spire est 
négligée. 
L'équilibre de cette partie du ressort est assuré seulement dans le cas 
où l’on applique à la section droite de la tige un effort tranchant Q égal 
en module à la force F et le moment de torsion 7 égal au moment de la 


F 
D 


f 


Fig. IX.10 Fig. IX.11 


force F par rapport au centre de gravité de la section (par rapport à 
l’axe longitudinal de la spire). 

Si l’on tient compte de la pente d’une spire, la section droite du fil 
est encore sollicitée par l’effort normal et le moment fléchissant. Mais 
lorsque l’angle de la pente de la spire est petit, ces efforts sont peu 
grands et on peut les négliger. 


a) b) 
t% 
B 6 
G 


Fig. IX.12 


La force Q et le moment 7 se trouvent à partir de l’équation d’équili- 
bre. En annulant la somme des projections sur l’axe vertical des forces 
appliquées à la partie rejetée, on obtient Q = F. En annulant la somme des 
moments appliqués à la partie rejetée, on a T = FD/2. 
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Supposons que les contraintes tangentielles liées à l’effort tranchant 
soient réparties uniformément suivant la section (fig. IX.12, a) : 


7, = Q/A = 4F/(xd). (IX.23) 


Admettons également que les contraintes tangentielles qui correspon- 
dent à la déformation de torsion (associées au moment de torsion soient 
réparties uniformément suivant la section de la spire, de la même façon que 
lors de la torsion d’une barre droite de section circulaire, c’est-à-dire 
qu’elles augmentent suivant une loi linéaire du centre vers la périphérie de 
la section (fig. IX.12, b). Par conséquent, les contraintes maximales dues à 
la torsion sont données par la formule 


FD/2 
T2 = T/W, = d’/16 = 8FD/(xd°). (IX.24) 


Le point dangereux est le point B du contour, où les directions de 7, et 7, 
coincident. Par conséquent, les contraintes tangentielles maximales 


a 8FD &FD 
= X.2 
Tmax ra ad xd (1 bi 5) ee 


Dans la plupart des cas le deuxième terme entre parenthèses est sensible- 
ment inférieur à l’unité et on peut le négliger, ce qui est équivalent à négli- 
ger l’influence du cisaillement par rapport à l’influence de la torsion. 
Alors, on peut adopter approximativement: r..,, = 7, = 8FD/(xdi). 
Dans la pratique, les ressorts à petit pas d’hélice se calculent d’après la 
formule 


Tmex = K8FD/(xD*°) < Tam» [IX.26] 


où & est le coefficient de correction qui rend compte de l’influence de la 
force F et de la courbure de la spire sur la distribution et les valeurs des con- 
traintes tangentielles assosiées au moment de torsion. Voici les valeurs de 
K: 
D/d 3 4 s 6 7 8 9 10 
k 1,58 1,40 1,31 1,25 1,21 1,18 1,16 1,14 


Pour déterminer la fléche à du ressort, égalons le travail de la force 
extérieure F à l’énergie potentielle de déformation de la torsion. Le travail 
de la force F sur le déplacement & vaut W = Fô/2. 

L'énergie potentielle de la déformation en torsion (cf. $ 39) 


où / = xDn est la longueur du fil employé pour l’enroulement du ressort ; 
n, le nombre de spires; G, le module de cisaillement. 
Etant donné que W = U en vertu de la loi de conservation de l’énergie, 
il vient 
Fô _ F°D'xDn 


Fè _ FDDn 2 
2 8Grd*/32 HEf:271 


d’où ô = 8FD°n/(Gd“). 


Exemple IX.S. Vérifier la résistance du ressort et déterminer sa flèche si F = 3 kN; 
D=02m; 7,4, = 250-10kPa; d=0,02m; le nombre de spires n = 8; 
G = 8: 10/kN/m°? = 8 : 10* MPa. | 

Solution. Calculons la contrainte (formule [IX.24,) : 


8: 3: 0,2 
3,14 : 23 - 107€ 


ce qui est de 8,8 % inférieur à la valeur admissible. Là nous adoptons & = 1,14 pour 


D/d = 10. 
Calculons la flèche du ressort en appliquant la formule {IX.27] : 


__8:3-20 -107°-8 
8- 10*- 10° - 2*- 107 


Exemple IX.6. Le ressort est boudiné à partir du fil d'acier à d = 4 mm. Le diamètre 
moyen du ressort D = 45 mm. Le nombre de spires * actives du ressort ñn = 6. A l’état non 
chargé le jeu entre les spires $, = 1,0 mm. Quelle force faut-il appliquer au ressort pour ren- 
dre les spires jointives ? 

Indication. Avant l'application de la force rendant les spires jointives la flèche du ressort 
Ô = (n — 1)S. 

Réponse. F = 23,5N. 


= 218 - 10$ N/m? = 218 MPa, 


T = 1: 


= 12: 1072m = 12 cm. 


$ 79. Torsion avec flexion 


La barre représentée sur la figure IX.13 travaille à la torsion et à la 
flexion. En construction mécanique les pièces qui travaillent à la torsion et 
à la flexion sont très nombreuses. Leur exemple est fourni par les arbres de 
diverses machines. 

Commençons en appliquant le principe de l’indépendance de l’effet des 
forces, par le calcul, d’une part, de la contrainte engendrée dans la barre 
par la torsion, et de l’autre, par la flexion. En flexion les sections droites de 
la barre subissent, comme on le sait, des contraintes normales qui attei- 
gnent les valeurs maximales dans les fibres extrêmes: o = M/W,, et des 
contraintes tangentielles qui se calculent d’après la formule de Jouravski et 


* Le nombre total de spires d’un ressort de compression est de 1,5 à 2 plus grand que le 
nombre de spires actives du fait que les spires extrêmes en contact avec les plateaux d’appui ne 
participent pas à la déformation. 
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qui atteignent la valeur maximale près de l’axe neutre. Pour les sections cir- 
culaires, et en général pleines, les contraintes tangentielles sont négligeables 
par rapport à celles dues à la torsion. 

Les sections droites soumises à la torsion sont sollicitées par des con- 
traintes tangentielles qui atteignent la valeur maximale sur le contour de la 
section 7 = 7/ W, = T/QW,). 


Par Par 
flexion torsion 


Fig. IX.13 


Dans le cas visualisé par la figure IX.13 la section soumise au.moment 
fléchissant maximal se confond avec la section subissant le moment de tor- 
sion maximal: c’est la section de l’encastrement. Dans cette section les 
points qui présentent le danger sont C et B. Examinons l’état de contrainte 
en C (fig. IX.14). La section droite qui passe par ce point subit les con- 
traintes tangentielles maximales produites par la torsion 7 = T/ W,, et les 
contraintes normales maximales (dans notre cas, de traction) dues à la 


O3 = Omi 
mme 
2 IL 
= Ô, = OÉmax 
hp 


Fig. IX.14 


flexion o = M/W,. La section longitudinale ne subit pas de contraintes 
normales, alors qu’en vertu de la loi de la parité les contraintes tangentiel- 
les ont la même valeur que dans la section droite. 

L’état de contrainte étant biaxial, pour réaliser la vérification appli- 
quons l’une des hypothèses de la résistance. Considérons les arbres en acier 
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et appliquons la troisième ou la quatrième hypothèse. A cet effet, il faut 
déterminer les contraintes principales de l’état de contrainte donné 
(fig. IX.14). Les contraintes principales se calculent d’après la formule 
connue 


Nous ne nous proposons pas de calculer l’angle d’inclinaison des aires prin- 
cipales, cet angle étant donné par la formule [11.35]. 

D’après la troisième hypothèse (hypothèse des contraintes tangentielles 
maximales) la condition de résistance 


Ored = 1 — O3 < Osdm- 
En y portant les valeurs de o, eta,,on a 
O ed = Vo? + 4r? < Oadm- [IX.28] 
Compte tenu que o = M/W, etr = T/(2W,), il vient 
_ VM?+ T? 


[0 4 
réd 
W, 


On en tire la relation pour le choix de la section (calcul de conception): 
W, = VM? + T?/0,4m- (IX.30) 


< C'adm e [IX.29] 


Rappelons que dans le cas où l’arbre subit la flexion dans deux plans 
réciproquement perpendiculaires, il vient 


M = VM2 + M1. 
D’après la quatrième hypothèse de la résistance (hypothèse de l’énergie 


potentielle du changement de forme), pour l’état de contrainte plan la con- 
dition de la résistance est de la forme 


: =Y 2 2 — 
Oréd = VO] F 03 — 0,03 < Om: 


En y portant les valeurs de o, et o, exprimées à l’aide de o et 7 dans la sec- 
tion droite de l’arbre, on obtient 


mais o = M/W, et r = T/2W ; donc, 
VM? + 0,757? 
D < Chäm- [IX.32] 


X 


On en tire pour le choix de la section 
W, = VM? + 0,757? /0,4m- (IX.33) 


Pour les matériaux dont la résistance en traction est différente de celle 
en compression (certaines nuances de l’acier allié, la fonte, certains allia- 
ges), il convient d’utiliser l’hypothèse de Mohr : 


ne nn t 
Oréd — 01 mo < Jadm”- 


En y portant les valeurs de 0, et o,, il vient 


Oued = TE 0 + TT Vor + 4 (IX.34) 
ou 
GT MS OP Ne me 0. [IX.35] 
2 W. 2W 


X 


On en tire la relation pour le choix des sections : 


w _MA-m)+(1+mNM?+T! 
ND ee RS nn et te ne = 4 


IX.36 
Dan ( ) 


$ 80. Torsion avec traction (compression) 


Les sections droites de la barre subissent alors simultanément deux 
efforts intérieurs, le moment de torsion et l’effort normal (de traction ou 
de compression). 

Pour une barre de section circulaire les contraintes tangentielles maxi- 
males à la torsion sont engendrées aux points du contour de la section 
Tr = T/W,. En traction tous les points de la section droite sont sollicités 
par des contraintes normales o = N/A. 

Maintenant, tout comme en torsion avec flexion, 1l faut déterminer les 
contraintes principales et appliquer l’hypothèse de la résistance correspon- 
dante. Il en résulte pour les contraintes équivalentes la formule [IX.28] 
(troisième hypothèse de la résistance) ou [IX.31] (quatrième hypothèse). Il 
faut porter dans ces formules les valeurs de 7 et o mentionnées dans ce qui 
précède. 

Finalement, on obtient la condition de résistance à la torsion avec trac- 
tion (compression) : 

a) troisième hypothèse de la résistance : 


Ora = VIN/AY + AT/W,Ÿ < 04m (IX.37) 
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b) quatrième hypothèse de la résistance: 
Crea = VIN/AŸ + HT/WP < Guam [IX.38] 


Il est recommandé de donner la préférence à la formule [IX.38] du fait 
que pour les matériaux plastiques la quatrième hypothèse s’accorde bien 
avec les données empiriques et conduit à des solutions plus économiques. 

Pour les matériaux à résistance différente en traction et en compres- 
sion, on obtient d’après l’hypothèse de Mohr (formule (1X.34)) 


1-mN 1-Mm 7 T \? 
M 4 * =" © : ex, $ Sum [X.39) 


Pour le cas de l’action simultanée de la flexion, de la torsion et de la 
traction (compression) on a d’une façon analogue la formule de calcul 
(quatrième hypothèse de la résistance) : 


Ces = VON/A + M/W,Ÿ + HT/WŸ < om [IX.40] 


Le choix des sections se fait en appliquant la méthode des approxima- 
tions successives, c’est-à-dire en se donnant une certaine valeur du diamètre 
et en vérifiant si les conditions de résistance [IX.38], [IX.39] ou [IX.40] 
sont observées. Si la différence entre les premier et deuxième membres est 
grande, il faut retenir une nouvelle valeur du diamètre, etc. (si on emploie 
une règle à calcul ou un microcalculateur, cette procédure ne demande pas 
beaucoup de temps). 

Dans les vérifications, lorsque le diarnètre de l’arbre est connu, le coef- 
ficient de sécurité s’écrit 


n = 0;/0 id» (IX.41) 


où 0, est la limite d'écoulement; o,,,, la contrainte réduite d’après l’hypo- 
thèse de la résistance correspondante. 

Pour les matériaux plastiques la contrainte réduite (équivalente) peut se 
calculer en recourant à la troisième hypothèse et en utilisant la formule 
[IX.28]. Dans ce cas le coefficient de sécurité 


n = 0,/Vo? + 4ri. 


Cette formule peut être également mise sous la forme 


| 1 
= © ——— \, (IX.42) 
o? F Tr? 2 PE 
0Ë (04/2) 0? TÉ 


où, en vertu de la troisième hypothèse de la résistance, 7, = 0,/2. 
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Après certaines transformations la formule (IX.42) est ramenée à la 
forme 
1 nn, 


Vi/n2+ 1/n2  Vni + n2 


où n, = ,/0 est le coefficient de sécurité par rapport aux contraintes nor- 
males ; n, = 7,/7, le coefficient de sécurité suivant les contraintes tangen- 
tielles. 

Il convient de noter que les formules (1X.42) et [IX.43] restent en 
vigueur lorsqu’on applique la quatrième hypothèse, à cette différence près 
que dans ce cas 7, = 0,580. 


n [IX.43] 


$ 81. Calcul de l’arbre à la flexion avec torsion 


En cours de conception les arbres sollicités à la torsion et à la flexion 
sont calculés à la résistance statique d’après les efforts maximaux de courte 
durée ainsi qu’à l’endurance sous les efforts variables de grande durée (cf. 
chapitre XII). 

Voici un exemple de calcul de l’arbre (fig. IX.15, a) à la résistance stati- 
que. L'arbre subit l’action de deux forces verticales F, et F;, d’une force 
horizontale F, et de trois moments extérieurs : T, = 4kN-m; 
T, = 10kN°m; 7, = 6 kN-‘m, qui provoquent la déformation de tor- 
sion. Le matériau de l’arbre : acier 45; sa limite d’écoulement 
04 = 360 MPa ; la charge de rupture o, = 610 MPa. 

D’après les données du $ 11, établissons le coefficient de sécurité géné- 
ral a comme le produit de trois coefficients partiels : 


n = nn. 


Adoptons : n, = 1,3 (compte tenu de la précision moyenne de la déter- 
mination des contraintes), n, = 1,4 (pour le rapport 0,/0, = 0,6), 
ñn; = 1,3 (compte tenu de la responsabilité moyenne de la pièce). 

Ainsi, le coefficient de sécurité général 


n,=1,3- 1,4: 1,3 = 2,36. 


La contrainte admissible o,,, = 360/2,36 = 150 MPa. 

1. Construisons le diagramme des moments fléchissants dus aux forces 
verticales M, (fig. IX.15, b). 

2. Contruisons le diagramme des moments fléchissants produits par les 
forces horizontales. Le diagramme de M, confondu par convention avec le 
plan du dessin est représenté sur la figure IX.15, c. 

La section de l’arbre étant circulaire, le calcul se fait d’après les formu- 
les de la flexion simple et du moment fléchissant global. 
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3. Dans les sections C et Æ les moments fléchissants globaux 
M2,=10kN-m; MS,= VI10? + 107 = 14,1KkN -m; 
M£Ë, = 10KkN - m. 

4. Construisons le diagramme des moments de torsion. Le diagramme 
de T7 est représenté sur la figure IX.15, d. 


a) 
Fy=10N 1m 2m 2m 1m 


? ËÊ 
2 FAN. 
| Fa=10kN 7 | | Rés 
UE" 
| | À IOKMm TON 
o) Lim | 
M} 
d) | 4 kN.m | 
- 
GAN-m 
Fig. IX.15 


Déterminons le diamètre de l’arbre dans la section dangereuse C sou- 
mise au moment fléchissant maximal M©, = 14,1 kN - m et au moment 
de torsion 7 = 6 kN - m. 

Pour choisir la section, appliquons la quatrième hypothèse de la résis- 
tance 


VM?2 2 V 2 #2 
W., = M* + 0,757 - 14,1“ + 0,75 : 6 = 1: 10-“m?, 
Odm 150 - 10? 
d’où 


d = ŸW,/0,1 = Ÿ0,0001/0,1 = 0,1 m = 10 cm. 


$ 82. Calcul des récipients à parois minces 


En technique on a souvent affaire aux récipients dont les parois sont 
sollicitées par la pression des liquides, des gaz et des matières pulvérulentes 
(chaudières à vapeur, réservoirs, chambres de combustion -des moteurs, 
citernes, etc.). Si ces récipients ont la forme des corps de révolution et 
l’épaisseur de leurs parois est négligeable, alors que la charge est symétri- 
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que à l’axe, la détermination des contraintes subies par les parois est très 
simple. 

Dans ces cas on peut admettre sans grande erreur que les parois suppor- 
tent seulement les contraintes normales (de traction ou de compression) et 
que ces contraintes sont uniformément réparties suivant l’épaisseur. 

Si l’épaisseur de la paroi ne dépasse pas environ 1/10 du rayon minimal 
de sa courbure, les calculs fondés sur de telles suppositions sont confirmés 
par l’expérience. 

Découpons dans la paroi du récipient un élément de dimensions d/, et 
d/, en notant l’épaisseur de la paroi t (fig. IX.16). Les rayons de courbure 


Fig. IX.16 


de la surface du récipient à l’endroit donné sont », et »,. Faisons subir à 
l’élément la pression intérieure p normale à sa surface. Remplaçons l’in- 
teraction de l’élément avec la partie restante du récipient par les forces inté- 
rieures dont l’intensité est o, et o,. L’épaisseur des parois étant négligeable, 
on peut admettre que dans cette épaisseur les contraintes sont réparties uni- 
formément. 

Composons la condition d’équilibre et, à cet effet, projetons les forces 
supportées par l’élément sur la direction de la normale nn à la surface. La 
projection de la charge est égale à pd/, d/,. La projection de la contrainte o, 
sur la direction de la normale est représentée par le segment ab égal à 
©, Sin d,/2. 

La projection de l'effort appliqué aux faces 74 (et 23) vaut 20,1 di, x 
X sin dp,/2. D’une façon analogue, la projection de l’effort supporté par 
les faces 72 (et 43) est 20,fd/, sin dp,/2. 

En projetant toutes les forces appliquées à l’élément extrait sur la direc- 
tion de la normale nn, on obtient 

pdl, di, — 2o;tdi, sin dy,/2 — 20;,tdi,sin dy,/2 = 0. 
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Etant donné la petitesse des dimensions de l’élément, on peut admettre 
sin dp,/2 = de,/2 et sin dp,/2 = dp,/2. 


Si on en tient compte, on peut tirer de l’équation d’équilibre 


Retenant que dy, = d/,/p, et de, = di,/p,,ona 


La réduction par d/,d/, et la division par f amènent 
01/01 + 02/p3 = p/t. [IX.44] 


Cette formule s’appelle équation de Laplace. 

Considérons le calcul de deux formes de récipients qui se présentent le 
plus souvent dans la pratique : sphérique et cylindrique”. Bornons-nous au 
cas de l’action de la pression intérieure du gaz. 

1. Récipient sphérique. Dans ce cas, 0, = p, = ret a, = o, = o. La 
formule [1X.44] entraîne que 20/r = p/t, d’où 


o = pr/(2f). (IX.45) 


Etant donné qu’il s’agit de l’état de contrainte plan, le calcul de la résis- 
tance impose l’application de telle ou telle théorie de la résistance. Les 
valeurs des contraintes principales sont les suivantes : 80, = 6; 0, = 0; 
oc; = 0. D’après la troisième hypothèse, a, — 0; < o,4n+ En portant 
o, = aeto; = 0, on obtient 


o — pr/(2r) < Cadm? 
c’est-à-dire que la vérification de la résistance se fait comme dans le cas de 
l’état de contrainte uniaxial. 


En vertu de la quatrième hypothèse, V of + oi — 0,0, < 0 ,4m- Etant 
donné que o, = 0, = set o, = 0, il vient 


la condition est donc la même que celle de la troisième hypothèse. 


2. Récipient cylindrique. Dans ce cas (fig. IX.17, a), p, = r (rayon du 
cylindre) et p, = © (rayon de courbure de la génératrice du cylindre). 


* Pour le calcul des récipients à parois minces d’autres formes consulter les cours com- 
plets de la résistance des matériaux. 
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L’équation de Laplace entraîne o,/r = p/t, d’où 
0, = pr/t. (IX.46) 


Pour calculer la contrainte o, coupons le récipient par le plan perpendi- 
culaire à son axe et examinons la condition d’équilibre d’une de ses parties 
(fig. IX.17, b). 


LD 


En projetant sur l’axe du récipient toutes les forces appliquées à la par- 
tie rejetée, on obtient 


Fig. IX.17 


où F = #r?p est la résultante des forces de pression du gaz sur le fond du 
récipient. Ainsi, —par? + o,2xrt = 0, d’où 


o, = pr/(2). (IX.47) 


Notons que les parois de l’anneau qui correspond à la section du cylin- 
dre et qui subit l’action de la contrainte o, sont minces, son aire est calculée 
comme produit de la longueur de la circonférence par l'épaisseur de la 
paroi. 

En comparant 0, et o, supportées par un récipient cylindrique, on voit 
que 0, = 0,/2. 

Selon la troisième hypothèse, la condition de la résistance d’un récipient 
cylindrique s’écrit 

Ored = 01 = Pr < Ougm- (IX. 48) 


D’après la quatrième hypothèse, cette condition est 
sg = VOË + 05 — 010 < Oudm: 
En y portant les valeurs de o, et o, tirées des formules (1X.46) et 
(IX.47), on obtient 
Oëd — 0,86pr/t < O,4m- (IX.49) 


Les résultats fournis par les formules (1X.48) et (1X.49) diffèrent de 14%. 
Il est donc recommandé d’appliquer la formule établie suivant la quatrième 
hypothèse. 
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Exemple IX.7. Déterminer en appliquant la quatrième hypothèse de la résistance l'épais- 
seur des parois d’une chaudière cylindrique de diamètre D = 2 m soumise à une pression inté- 
rieure de la vapeur p = 1MPa = 1000 kPa ; o,4,, = 100 MPa = 100 : 10/kPa. 

Solution. La formule (IX.49) entraîne 


L= —— = = 086: 1072m = 0,86 cm = 8,6mm. 


Adoptons ? = 10 mm. 
Exemple IX.8. Déterminer l’épaisseur des parois d’un réservoir cylindrique prévu pour la 
conservation d’un liquide de poids spécifique 7 = 10 kN/m° *: les dimensions du réservoir 


Fig. IX.18 


sont données par la figure IX.18. Pour le matériau des parois la contrainte admissible 
= 100 MPa = 100 - 10°kPa. 
Solution. La pression du liquide sur les parois du récipient est proportionnelle à la distance 
de la surface libre 


P = Yi: 


Si l'épaisseur des parois est constante, le calcul se fait d’après la pression maximale à sa 
base: 


Pmax = P3 = Yh = 10 - 9 = 90 KN/m°. 
En vertu de la formule (IX.48), l'épaisseur des parois est 


90 : 3 _2 
(= — = 0,27 - 107 “m = 0,27cm = 3mm. 
100 + 10° 
Si les conditions de corrosion permettent une plus petite épaisseur, il convient d’employer 
des récipients à parois d’épaisseur variable, en les divisant en sections et en calculant l’épais- 
seur des parois des sections d’après les pressions p,, p, et p, (en bas de chaque section). 


CHAPITRE X 


CALCUL DES BARRES COMPRIMÉES À LA STABILITÉ 
(FLAMBEMENT) 


$ 83. Formes d’équilibre stable et instable 


La mécanique rationnelle enseigne que l’équilibre peut être stable, ins- 
table et indifférent . Par exemple, une sphère reposant sur une surface con- 
cave est à l’état d’équilibre stable. Si on l’écarte légèrement de cette posi- 
tion pour la lâcher ensuite, elle reprendra sa position initiale (fig. X.1, a). 
Une sphère reposant sur une surface horizontale se trouve à l’état d’équili- 
bre indifférent (fig. X.1, b). Déplacée de cette position elle ne reprend pas 
sa position initiale, mais son mouvement s’arrête. Enfin, une sphère repo- 
sant sur une surface convexe se trouve à l’état d’équilibre instable 
(fig. X.1, c). Repoussée de sa position, elle continue à se déplacer. 

Des exemples analogues peuvent être également donnés par le domaine 
de l’équilibre des corps subissant la déformation. Ainsi, sous l’action d’une 
force comprimante axiale relativement peu grande (inférieure à une cer- 
taine valeur critique) une barre longue garde l’équilibre stable (fig. X.2, a). 
Si on la fléchit légèrement en appliquant une charge transversale ensuite 
supprimée, la barre reprend sa position droite, revient à la forme d’équili- 
bre initiale. 

Dans ces conditions, la forme d’équillibre incurvée s’avère instable et 
donc impossible. 

Lorsque la force comprimante atteint une certaine valeur dépassant la 
valeur critique définie, la forme rectiligne d’équilibre devient instable et est 
remplacée par la forme curviligne qui dans ces conditions devient stable 
(fig. X.2, c). 

La valeur minimale de la force comprimante à laquelle la barre perd sa 
propriété de garder la forme d’équilibre rectiligne s’appelle force critique et 
se note F. (fig. X.2, b). 

Euler définit la force critique comme la force nécessaire pour qu'une 
colonne s'incline de la plus petite valeur possible. 

Le schéma envisagé de la barre sollicitée à la compression centrale a un 
caractère quelque peu spéculatif. En pratique, il faut prendre en compte le 
fait que la compression peut être légèrement excentrée, alors que la barre 


CE 
— CS 
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peut être initialement légèrement fléchie. C’est pourquoi dès le début de la 
sollicitation longitudinale d’une barre on observe son flambement. 

Les recherches ont permis d’établir que lorsque l’effort de compression 
est inférieur à sa valeur critique, les flèches de la barre sont peu importan- 
tes, mais avec l’approche de cette valeur, elles commencent à croître indéfi- 
niment (fig. X.2, c). 


1 V : | 
F<Er “Fer | F>Fer 


a) b) ©) \e/ !/ 
l/ ,7 
9. DL LiF 


Fig. X.1 Fig. X.2 


Cette croissance illimitée des flèches sous l’action de la croissance limi- 
tée de l’effort de compression peut être adoptée comme critère de la perte 
de stabilité. 

Après avoir déterminé la force critique, il faut établir pour une barre 
comprimée la charge admissible. Naturellement, dans des buts de sécurité 
celle-ci doit être inférieure à la charge critique : 


Fodm a Fan, [X.1] 


où n, est le coefficient de sécurité vis-à-vis de la stabilité. 

Le coefficient de sécurité par rapport à la stabilité est retenu tel que soit 
assuré le service sans aléas de la barre, malgré les conditions réelles de son 
service qui peuvent être moins favorables que celles envisagées par le calcul 
(par suite de l’hétérogénéité des matériaux, de l’imprécision du calcul des 
charges, etc.). A cet effet, le coefficient de sécurité vis-à-vis de la stabilité 
est choisi légèrement plus grand que le coefficient de sécurité à la résis- 
tance, pour tenir compte des circonstances défavorables complémentaires 
que sont la courbure initiale de la barre, l’application excentrée éventuelle 
de la charge, etc. 

Pour l’acier, le coefficient n, est établi par les normes dans les limites de 
1,8 à 3 ; pour la fonte, de 5 à 5,5 ; pour le bois, de 2,8 à 3,2. Ces valeurs 
sont adoptées pour le calcul des structures des constructions. Les valeurs de 
n, retenues pour le calcul des éléments des constructions mécaniques (par 
exemple, pour les machines-outils) sont plus grandes; ainsi, dans le cas de 
l’acier n, = 4 à 5. Pour mieux tenir compte des conditions de service con- 
crêtes des barres comprimées, il est recommandé d’employer non pas un 
coefficient global, mais un système de coefficients particuliers, tout comme 
dans le calcul à la résistance. 
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La perte de stabilité de l’équilibre élastique, qui a été à l’origine de 
nombreux accidents des constructions, est également possible dans le cas de 
la torsion, de la flexion et des déformations composées. 


8 84. Formule d’Euler pour la force critique 


Considérons une barre comprimée à l’état critique lorsque la force de 
compression atteint la valeur critique, c’est-à-dire admettons que la barre 
soit légèrement incurvée (fig. X.3). Si les moments d’inertie par rapport 


Fig. X.3 


aux deux axes centraux principaux de la section droite ne sont pas égaux 
entre eux, le flambement se produit dans le plan de la rigidité minimale 
lorsque les sections droites de la barre tournent autour de l’axe par rapport 
auquel la valeur du moment d’inertie est minimale. Il est facile de le voir en 
comprimant une règle flexible. 

Pour étudier le flambement et déterminer la force critique, faisons 
appel à l’équation différentielle approchée de l’axe fléchi d’une poutre 


(cf. $ 58) Elf" =M. (X.2) 


Le moment fléchissant par rapport au centre de gravité de la section B à 
l’état fléchi | 
M = —F, f. (X.3) 


Le signe moins est pris du fait que la barre est fléchie par la convexité en 
haut, alors que la flèche f est positive. Si elle était fléchie en bas, le moment 
serait positif, mais les flèches / seraient négatives, et nous aurions le même 
résultat (X.3). Compte tenu de (X.3), l’équation (X.2) s’écrit 


EL ST = —F jf. 


En introduisant la notation œ«? = F../(EI 


min 


f+aœf= 0. (X.4) 


}, on obtient 


C’est une équation différentielle linéaire du deuxième ordre. Les mathé- 
matiques enseignent que sa solution générale est de la forme 


f = Ccosaz + Dsinaz. (X.5) 
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Ici C et D sont des constantes d’intégration, dont le calcul implique les 
conditions connues aux extrémités de la barre : 1) pour z = 0, f = 0; 
2) pourz =//,f = 0. 

La première condition permet d’obtenir € = 0. Donc, la barre est flé- 
chie suivant la sinusoide f = D sin æz. La deuxième condition amène 
D sin a! = 0. Cette relation est valable dans deux cas. 

1-er cas. D = 0. Mais si C = Oet D = 0, en vertu de (X.5), les flèches 
de la barre sont nulles, ce qui contredit la prémisse initiale. 

2-e cas. sin œl = 0. Cette condition est observée lorsque æ/ prend les 
valeurs de la série infinie suivante : a! = 0, x, 2x, 3x,...,nx,oùn est 
un nombre entier quelconque. On en tire œ = nx/l, et puisque 
a = VF./(El,), alors F., = #°1,,,En?/l?. De la sorte, on obtient un 
ensemble infini des valeurs des forces critiques associées aux formes diffé- 
rentes de la courbure de Ia barre. 

Du point de vue de la pratique, ce n’est que la valeur minimale de la 
force critique à laquelle la barre perd sa stabilité qui présente de l’intérêt. 

Lorsque #7 = 0, le problème n’a pas de solution. Avec nr = 1, on 
obtient la force critique minimale 

F. = v'El ./l?. [X.6] 
C’est ce qu’on appelle justement formule d’Euler. 

A la force critique définie d’après cette formule correspond la flèche de 

la barre suivant une sinusoide à une demi-onde : 


f = D sine z. 


Les racines qui suivent donnent de grandes valeurs de la force critique 
et nous ne les examinerons pas. La flèche de la barre qui leur correspond 
est une sinusoide à plusieurs demi-ondes ; elle s’obtient lorsque la flèche 
suivant la sinusoide à une demi-onde est pour quelques raisons impossible, 
par exemple, par suite de la présence des liaisons intermédiaires. 

Il faut porter l’attention sur ce que la constante D et, donc, la forme de 
l’axe incurvé restent indéterminées. 

Si pour l’exploration du flambement on applique non pas une équation 
différentielle approchée, mais l’équation exacte de l’axe fléchi (VII.3), il 
s’avère possible de calculer en plus de la valeur de la force critique la rela- 
tion entre la force de compression et la flèche de la barre. 


8 85. Influence de la fixation des extrémités de la barre 
sur la force critique 


Le plus souvent la fixation des extrémités d’une barre est réalisée sui- 
vant l’un des quatre modes visualisés sur la figure X.4. Le deuxième mode, 
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la fixation articulée des deux extrémités, a été examiné en déduisant la for- 
mule d’Euler. 
Pour les autres modes de fixation la formule généralisée d’Euler de cal- 
cul de la charge critique s’écrit 
F. = +?El.../(ul), [X.7] 


où u est le coefficient de réduction de la longueur de la barre (coefficient de 
Yassinski), qui dépend du mode de fixation des extrémités (fig. X.4) ; 
La = ul, la longueur réduite de la barre. 


Fig. X.4 


La formule {X.7] s’obtient si l’on considère l’équation différentielle du 
flambement 


FN + à f" = 0, 
qui se déduit de l’équation (X.4) après une double différentiation. La solu- 
tion de cette équation est de la forme 
f = K sin az + B cos az + Cz + D. 
Les constantes K, B, C, D sont déterminées à partir des conditions aux 
limites. Par exemple, pour le troisième cas de la fixation (fig. X.4), lorsque 


l’origine des coordonnées se trouve à l’extrémité inférieure (/ est la lon- 
gueur de la barre), on a 


D f2-0= 0; 2)/:-0= 0; 3) f.-,= 0; 
4) M. -,=Ef,-,=O0ouf,,= 0. 
En utilisant ces conditions, on obtient 


B+D=0; Ka+C=0; Ksnœal+Bcosœal+ŒC+D=0; 


K sin a! + B cos al = 0. 


Les mathématiques enseignent qu’un système d’équations homogènes 
(sans termes constarits) possède une solution non nulle si son déterminant 
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est nul : 0 1 0 


ut 


a 0 | 0 


sin «/ cos 1! = 0. 


sin @œ/ cos! O0 (4) 


En calculant ce déterminant, on obtient tg æ«/ = æ/. La racine minimale de 
cette équation, différente de zéro, æ/ = 4,49 ; donc 


F. = 4,49 - EI/I? = #2El/(0,11)°. 


Ainsi, u = 0,7. 

Les valeurs des coefficients données par la figure X.4 pour d’autres 
modes de fixation des extrémités s’obtiennent d’une façon analogue. 

Comme le montre la formule [X.7], plus u est petit, plus la charge criti- 
que, et donc admissible, est grande. Par exemple, la charge d’une barre 
encastrée à ses deux extrémités peut être 16 fois plus grande que celle d’une 
barre encastrée seulement à l’une des extrémités. C’est pourquoi, si possi- 
ble, il faut assurer un encastrement rigide des deux extrémités. Or, ceci 
n’est pas toujours réalisable. Les éléments auxquels se fixent les extrémités 
sont toujours plus ou moins élastiques, déformables, ce qui rend le calcul 
quelque peu indéterminé. Il s’ensuit que même pour des extrémités encas- 
trées rigides sur d’autres éléments, le calcul du coefficient de sécurité vis-à- 
vis de la stabilité est conduit en supposant que les deux extrémités sont arti- 
culées. 


8 86. Limites d’application de la formule 
d’Euler 


La formule d’Euler n'est pas toujours utilisable. Nous avons recouru 
pour la déduire à l’équation différentielle de la ligne élastique établie sur la 
base de la loi de Hooke. Or, celle-ci n’est valable que s1 les contraintes ne 
dépassent pas la limite de proportionnalité. 

Pour établir les limites d'application de la formule d’Euler, détermi- 
nons la contrainte critique o,,, subie par la section droite de la barre sous 
une charge critique 

0, = F/A = El in/(W/)A], (X.8) 


où À est l’aire de la section droite. 
Mais i in = Vlnin/AÀ est le rayon de giration minimal de la section droi- 
te. Aussi, la formule (X.8) peut-elle s’écrire 


0, = +2E/(ul/i in). 
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La quantité ul/i ., définit l'influence des dimensions de la barre et du 
mode de fixation de ses extrémités : elle est notée X et s’appelle élancement 
de la barre. L'élancement est une quantité sans dimension. 

Ainsi, en introduisant la notation À = yul/i,.,, il vient 

0, = F°E/N. 

Pour rendre la formule d’Euler utilisable, il faut observer la condition 
suivante : 

o_. = x2E/X° > Or (X.9) 


CT 


où 0, est la limite de proportionnalité du matériau de la barre. 
En écrivant la formule (X.9) par rapport à l’élancement, on obtient la 
condition d’applicabilité de la formule d’Euler sous la forme 


À > Vr?E/o,,. [X.10] 
Par exemple, pour l’acier Cr3, o, = 200 MPa et 


À > V3,142 - 2 - 10°/200 > 100. 


Ainsi, pour les barres en acier à bas carbone la formule d'Euler est 
applicable si leur élancement est supérieur à 100. D’une façon analogue, on 
obtient les conditions d’application de la formule d’Euler pour la fonte : 
À > 80. Pour les aciers à carbone moyen et à haut carbone, ainsi que pour 
les aciers alliés, la formule d’Euler peut s’employer lorsque l’élancement 
est inférieur à celui qui a été indiqué. Ainsi, pour les barres en acier à 
chrome-molybdène la formule d’Euler est applicable lorsque À > 70. 


8 87. Formules empiriques des contraintes critiques 


Si, comme c’est souvent le cas dans la pratique, l’élancement des barres 
est inférieur aux valeurs indiquées, la formule d’Euler devient inapplicable, 
les contraintes critiques dépassant la limite de proportionnalité et la loi de 
Hooke se trouvant invalidée. 

Il existe des méthodes théoriques approchées de la détermination des 
forces critiques lors de la perte de stabilité au stade non élastique, mais leur 
examen dépasse le cadre de notre cours. Dans ce cas on recourt générale- 
ment à la formule empirique de Tetmayer-Yassinski établie sur la base de 
nombreuses expériences : 


o. = a — b, [X.11] 


cr 
où a et b sont les coefficients définis par le matériau. Pour l’acier Cr 3 et 
les élancements À = 40 à 100, les coefficients a et b peuvent être a = 
= 310 MPa ; b = 1,14 MPa. 
Lorsque les élancements À < 40, les barres peuvent se calculer sans 
tenir compte du danger que présente le flambement. 
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$ 88. Formule pratique de la stabilité 


Au lieu de deux formules (d’Euler et de Yassinski) dont chacune con- 
vient pour une marge définie des élancements, il est plus commode de dis- 
poser d’une formule qui serait utilisable quel que soit l’élancement de la 
barre. Cette formule pratique largement appliquée dans le calcul des struc- 
tures des constructions est de la forme 


Fam = 04m» [X.12] 


OÙ 0m st la contrainte admissible principale à la compression ; w, le 
facteur de réduction de la contrainte admissible principale (ou coefficient 
de flambement). La quantité # dépend du matériau et de l’élancement de la 
barre. Ses valeurs sont consignées sur le tableau X.1 ; 4 est l’aire de la sec- 
tion droite. | 


Tableau X.]1 


aciers de 


Elancement, À qualite ac— 
crue, 
0, > 320 MPa 

0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 
10 0,99 0,98 0,97 0,97 0,99 
20 0,96 0,95 0,95 0,91 0,97 
30 0,94 0,92 0,91 0,81 0,93 
40 0,92 0,89 0,87 0,69 0,87 
50 0,89 0,86 0,83 0,57 0,80 
c0 0,86 0,82 0,79 0,44 0,71 
70 0,81 0,76 0,72 0,34 0,60 
80 0,75 0,70 0,65 0,26 0,48 
90 0,69 0,62 0,55 0,20 0,38 
100 0,60 0,51 0,43 0,16 0,31 
110 0,52 0,43 0,35 — 0,25 
120 0,45 0,37 0,30 — 0,22 
130 0,40 0,33 0,26 — 0,18 
140 0,36 0,29. 0,23 — 0,16 
150 0,32 0,26 0,21 _— 0,14 
160 0,29 0,24 0,19 — 0,12 
170 0,26 0,21 0,17 — 0,11 
180 0,23 0,19 0,15 — 0,10 
190 0,21 0,17 0,14 — 0,09 
200 0,19 0,16 0,13 — 0,08 


La quantité 0%, peut être envisagée comme la contrainte admissible à 
la stabilité, c’est-à-dire 


Sum = PO un. (X.13) 
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La contrainte admissible principale à la compression 0%, est, comme 
on le sait [cf. formule (I1.17)], 


Tam L A4 n, 
où o,, est la contrainte limite égale à la limite d'écoulement des matériaux 
plastiques ou à la charge de rupture des matériaux fragiles. 

La relation entre le coefficient #, la contrainte critique o,, la contrainte 
limite o,, les coefficients de sécurité n et de stabilité n, peut être établie de la 
façon suivante : 

Cam = POSdm = er ll (X. 14) 
d’où 
P = 0, /0 mt (X.15) 


adm s° 


En utilisant la formule (11.17), on obtient 
gp = 0, n/(o,n,). (X.16) 


Pour le choix d’une section, la formule [X.12] est ramenée à la forme 
À = Fm (P0S am): 


A cet effet, il faut se donner la valeur de # du fait que l’élancement X est 
inconnu, l’aire de la section À étant inconnue et l’élancement dépendant de 
cette dernière. Comme première approximation, il est recommandé de 
prendre #, = 0,5. Ensuite, on calcule les quantités 4, Z,,,, à ins À POUr 
trouver d’après le tableau X.1 la valeur correspondante de w,. 

Si la différence entre #, et #, est importante, il convient de reprendre le 


calcul en se donnant une nouvelle valeur de +, : 
Pa = (6, + w,)/2, 


etc., tant que la différence entre les valeurs successives ne dépasse pas 4 à 
6 %. 

Pour les barres dont les sections sont sensiblement affaiblies (par des 
trous, par exemple), en plus du calcul à la stabilité il faut réaliser le calcul à 
la résistance usuel d’après la formule 


ln F/A, < adm? 


où À,, est l’aire active de la section de la barre. 

Pour ce qui est du calcul à la stabilité, on prend l’aire totale 4,, de la 
section. 

Dans certains cas, par exemple dans le calcul des éléments des construc- 
tions mécaniques, les valeurs des coefficients de sécurité vis-à-vis de la sta- 
bilité ñ, prévues par les tableaux des coefficients & (n, = 1,8) sont insuffi- 
santes. Le calcul doit se faire en partant directement du coefficient n, 
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imposé et en appliquant la formule d’Euler ou de Yassinski. Il convient de 
procéder de la même façon pour le calcul à la stabilité des barres en maté- 
rlaux ne figurant pas dans le tableau des coefficients &. 


$ 89. Formes rationnelles des sections des barres comprimées 


Pour la charge, la longueur de la barre et les contraintes admissibles 
données, la forme et les dimensions de la section droite comprimée sont 
déterminées par le rayon de giration 


VI. /A. 


Ein = Léa 
Le rayon de giration i est une quantité à dimension. Pour comparer les 
sections différentes le plus commode est d’employer la quantité adimen- 


sionnelle 
Pmin énin/VA — V Enin/À (X.17) 


nommée rayon de giration spécifique. 
Ci-dessous sont données les valeurs de o_.. pour certaines sections les 
plus usitées : 


Type de la section P min 
Rectangle avec h/b = 2 0,204 
Carré 0,289 
Cercle 0,36 
Poutre en H 0,27 à 0,41 
Poutre en U 0,38 à 0,45 
Cornières à ailes égales 0,4 à 0,6 
Anneau avec c = 0,7 à 0,9 0,86 à 1,53 


On voit que les moins aÿantageuses sont les sections pleines rectangulai- 
res, dont les moments d’inertie par rapport aux axes principaux ne sont pas 
égaux entre eux et, par suite, le principe d’égale stabilité de la barre dans les 
deux plans d'inertie principaux n’est pas observé. Les plus favorables sont 
les sections annulaires et en caisson à parois minces. Le calcul montre que 
le remplacement des sections comprimées en forme des cornières et en H 
par des barres tubulaires donne une économie en matériau de 20 à 40 %. 


Exemple X.1. Choisir la section en H d’une barre comprimée à extrémités articulées si la 
force appliquée F = 0,5 MN. La longueur de la barre est de 2 m. La contrainte admissible 
principale a°,,, = 160 MPa. 

Solution. Retenons en première approximation #, = 0,5 pour obtenir 


A = Fe,0 4m) = 0,5/(0,5-160) = 0,00625 m° = 62,5 cm°. 


Choisissons dans les tableaux des normes (GOST 8239-72) la poutre en H n° 36 telle que 
A = 61,9 cm°. 

Le rayon de giration minimal tiré de ce même tableau : 
ment de la barre À = y//i . = 1:200/2,89 = 69,5 = 70. 


min 


_ 0 [BA # 
Ein = & = 2,89 cm. L’'elance 
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D'après le tableau X.1, le coefficient # pour l'acier Cr 3 avec À = 70est 4, = 0,81. La 
différence entre #, et #, étant importante, reprenons le calcul en adoptant 


2 = (0,5 + 0,81)/2 = 0,65. 
Alors, 
A = 0,5/(0,65: 160) = 0,0048 m° = 48 cm°. 


Retenons la poutre en H n° 30 pour laquelle À = 46,5 cm : i, = 2,69 cm. L'élancement de 
la barre 
À = pl/i,, = 200/2,69 = 75. 


Le coefficient # (cf. tableau X.1) se trouve (en interpolant les valeurs qui correspondent à 
À = 70et À = 80) égalà y, = 0,78. 
La contrainte subie par la section droite de la barre est alors 


o = F/A = 0,5/(46,5:107*) = 108 MPa. 
Or, la contrainte admissible dans le calcul à la stabilité 
Cam = 2%sdm = 078160 = 122,5 MPa. 


L'insuffisance de la contrainte est (122,5 — 108)-100/122,5 = 11,8 %. 

Réalisons encore une approximation. Adoptons #3 = (0,78 + 0,65)/2 = 0,72 pour 
obtenir À = 0,5/(0,72-160) = 0,00435 m? = 43,5 cm°. 

Retenons la poutre en H n° 27 pour laquelle A = 40,2 cm° ; il, = 2,54 cm. L’élancement 
de la barre À = 200/2,54 = 79. Les tableaux donnent : y, = 0,75. 

La contrainte a = 0,5/(40,2:107*) = 125 MPa. 

La contrainte admissible #,0%,, = 0,75:160 = 120 MPa. 

L'excès de contrainte (125—120): 100/120 % = 4,2 %, ce qui est admissible. 

Exemple X.2. Choisir les dimensions de la section annulaire pour les mêmes données que 
dans l’exemple précédent. Le rapport entre le diamètre intérieur et le diamètre extérieur du 
tube est c = d/D = 0,9. Comparer l’aire de la section annulaire avec celle de la poutre en H 
retenue dans l’exemple précédent. 

Réponse. D = 14,5cm ;d = 13cm ; 4 = 32 cm°. Par rapport à la section en H l'écono- 
mie du matériau est de (46,4 — 32): 100/46,4 = 31 %. 

Exemple X.3. Calculer la charge admissible de la barre comprimée en acier CT 3 de section 
rectangulaire 4 X 6 cm. Les extrémités de la barre sont articulées. Longueur de la barre 
l = 80 cm. Coefficient de stabilité requis n, = 3. 

Solution. Puisque le coefficient de sécurité vis-à-vis de la stabilité est donné, le calcul se 
fait directement d’après la formule d’Euler où de Yassinski. Pour établir laquelle de ces deux 
formules doit être utilisée, calculons l’élancement de la barre : À = yf/i,, où à. 
= VI. /A = Vb3h/(12 bh) = Vb3/12 = V42/12 = 1,15 cm; À = 1:80/1,15 = 69,5. 

L'élancement est inférieur à 100, c’est-à-dire pour une barre en acier à bas carbone la for- 
mule d’Euler est inapplicable. Donc, le calcul doit se faire d’après la formule de Yassinski 

<6-.107* 
- F; _ Ocr À - (a — bX)A L (310 — 1,14-69,5M4-6:10 = 0,18 MN. 

n n n 3 


$ 90. Flambement avec flexion simple 


Considérons encore l’action simultanée sur la barre de la force appli- 
quée suivant l’axe et de la charge transversale (fig. X.5). Sous l’action des 
charges de ce type la barre se déforme comme l’indique le pointillé du des- 


265 


sin. Si les déformations sont faibles devant les dimensions de la section, les 
contraintes dans la barre peuvent être déterminées par le principe de l’indé- 
pendance de l’effet des forces, c’est-à-dire isolément pour la charge longi- 
tudinale qui provoque le flambement d’après la formule 


0, = —F/A (X.18) 
et isolément pour la charge transversale qui provoque la flexion d’après la 
formule 

0, = +M/W, (X.19) 


où M, est le moment fléchissant dû seulement à la charge transversale. 


Fig. X.5 


Les contraintes globales sont données par la formule connue 
o = —F/A + M,/W.. (X.20) 


Pourtant, avec la croissance de l’élancement de la barre on ne peut déjà 
plus négliger l’influence de la flèche sur la croissance du moment fléchis- 
sant sous l’action de la force normale. 

Le problème de la détermination des déformations et des efforts inter- 
nes en flambement avec flexion simple peut avoir une solution exacte et 
approchée. 

Examinons la solution exacte (fig. X.5). En considérant des déforma- 
tions faibles, utilisons l’équation différentielle d’une barre fléchie (X.2). 
Composons l’équation de la flexion seulement pour la moitié gauche de la 
barre étant donné qu’elle est symétrique : 


ELf" = M = —Ff - Pz/2 (X.21) 
ouf” + æ?f = — Pz/(2EL,), où 
a? = F/EL,. (X.22) 


La solution de cette équation différentielle comprend la solution de 
l’équation sans le deuxième membre f = B sin az + Ccos æz et la solution 
particulière de l’équation non homogène. On vérifie sans peine par substi- 
tution que la solution particulière est de la forme f* = — Pz/(2F). Ainsi, 


f = B sin az + Ccos az — Pz/(2F) ; 
f°= Ba cos az — Ca sin «z — P/(2F). 


Pour calculer les constantes B et C, on a les conditions suivantes : 
DZ mo = 0; 2) f. in = 0. 


On tire de la première condition que C = 0, et de la deuxième, que 
B = P/(2Fa cos æ//2). Donc, 


P : 
Pope ae + ve 
La flèche maximale 
P al al 
= nn te. —,). X.24 
J'max (#° ) FAT 


L’équation des angles de rotation 


" = PERS HR (cos oz — cos & ): 
2F cos œl/2 2 J° 
, P(1 = cos «//2 
fa = Fr Pourz = 0) Ce) 


L’équation de la courbure 
f" = —Pa sin æz/(2F cos œl/2). 


L’équation des moments fléchissants 


: EIPa sin œz P sin az 
M = = °° = — —————. 
EU 2F cos al/2 2a cos al/2 
Le moment fléchissant maximal (avec z = //2) 
P 
Mi = De tg œl/2. (X.26) 


Les contraintes maximales engendrées par la compression et la flexion 
o = —F/A — M/W, = —F/A — [P/(2a)] tg al/2. (X.27) 


Ces formules montrent qu’à mesure que «//2 s’approche de la valeur +/2, 
les flèches et les contraintes tendent vers l’infini, c’est-à-dire que la barre 
perd sa stabilité. La force critique qui correspond à cet état de choses : 


F. = r'EL/l, 


cr 


s’appelle parfois force critique d’Euler. 

Il en est ainsi lorsque à l’instant de la perte de stabilité les contraintes ne 
dépassent pas la limite de proportionnalité (par exemple, sous une faible 
charge transversale). Lorsque la charge transversale est plus importante, le 
pouvoir portant de la barre s’épuise une fois que les contraintes aux points 
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les plus dangereux atteignent la limite d’écoulement. C’est pourquoi la 
détermination de la charge critique d’une barre sollicitée au flambement 
avec flexion dans le plan de l’action de la charge transversale impose 
l’étude des déformations élastiques et plastiques, ce qui dépasse le cadre de 
notre COurs. 

Dans le cas d’une charge composée il faut établir et intégrer l’équation 
(X.21) pour chaque tronçon de la poutre. Le nombre de constantes d’inté- 
gration est alors égal au double nombre de tronçons. Le volume de calcul 
devient sensiblement plus grand. Dans de tels cas on emploie d’habitude la 
méthode de calcul approchée. 

Lorsque la charge est symétrique ou proche de la symétrie par rapport 
au milieu de la poutre, les flèches se calculent d’après la formule 


J = fC, (X.28) 
où J, est la flèche due à la charge transversale ; C, le coefficient de correc- 
tion : 

oo C = 1/( - F/F.) (X.29) 


(ici F', est la force critique). 


Si la flèche de la poutre au niveau de la section est connue, les contrain- 
tes maximales sont 


pense OMR M ie 
AW À W WU-FAÆF) 


où M, est le moment fléchissant dans la section dû à la charge transversale ; 
M, = Ff, le moment fléchissant dans la section dû à la force axiale. 

Les formules (X.27) ou (X.30) entraînent que les contraintes augmen- 
tent plus vite que les charges. En effet, si on admet que la croissance des 
charges transversale et axiale est proportionnelle à celle de l’un quelconque 
paramètre, disons, de # fois, alors /, augmente également de n fois, et le 
dernier terme de la formule (X.30) augmente non pas proportionnellement 
à n, mais bien plus vite. C’est pourquoi dans le cas de flambement avec 
flexion simple le calcul à la résistance ne peut pas se faire d’après les con- 
traintes admissibles. Il doit se faire d’après les charges limites, en détermi- 
nant les valeurs des forces qui poussent la contrainte au point dangereux de 
la section droite jusqu’à la limite d'écoulement. En divisant cette valeur par 
le coefficient de sécurité imposé, on trouve la charge admissible. 

En vérifiant la barre à la résistance, on détermine le coefficient de sécu- 
rité réel et on le compare à sa valeur imposée. Le calcul du coefficient de 
sécurité réel se fait en admettant que la formule (X.30) soit valable 
jusqu’au début de l’écoulement, et au cours de l’augmentation des forces 
extérieures la relation entre les charges transversale et longitudinale ne 
change pas. (La sollicitation de cette forme est dite simple.) En vertu de la 
formule (X.30), ces prémisses permettent d’écrire : 


o, = F,/A + Mon/W, + Fnfon/AW. (1 — nF/F.)], (X.31) 
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où n est le nombre qui montre de combien de fois doivent augmenter les 
forces extérieures pour que les contraintes au point dangereux deviennent 
égales à la limite d’écoulement ; autrement dit, c’est le coefficient de sécu- 
rité réel suivant les charges. En appliquant la formule (X.31) et en résolvant 
l’équation du deuxième degré correspondante, on trouve n. 

Au lieu de la formule approchée (X.31) on peut utiliser une formule 
plus exacte obtenue en partant de (X.27) : 


F Fn 
D GE (X.32) 
‘A + EI ). 


Le coefficient de sécurité 7 se détermine en appliquant cette formule par 
approximations successives. 

En plus du calcul à la résistance, les barres soumises à la compression et 
à la flexion se calculent, d’après les formules des $$ 84 à 88, à la rigidité, 
ainsi qu’au flambement dans le plan de l’action de la charge transversale. 


Exemple X.4. Vérifier à la résistance et à la rigidité la poutre représentée sur la figure X.S5, 
compte tenu du poids propre et des données suivantes : c’est une poutre en H n° 18a à 
A = 25,4-107*m°, W, = 159-107 m°, Z, = 1430-107% m*, / = 4m, 0, = 240 MPa; 
la charge transversale P = S kN ; la charge axiale F = 0,2 MN ; le poids de 1 m de la 
poutre = 199 N ; le coefficient de sécurité admissible n,,, = 1.7; la flèche admissible 
Jam = //400. 

Solution. 1. Calcul à la résistance. La charge étant symétrique par rapport au milieu de la 
poutre, appliquons la solution approchée. En utilisant les formules de la poutre du chapitre 
VI, calculons le moment fléchissant maximal (au milieu de la travée) dû à la charge transver- 
sale et résultant : 

de la force concentrée 


M 


RE PI/4 = 5:4/4 = SkN'm; 


du poids propre 
M, = ql?/8 = 199-42/8 = 398 N-m = 0,398 kN-m. 


Le moment fléchissant global : 
Mn = 5 + 0,398 = 5,398 kKN-m = 5,398-107* MN-m. 


Si l’on ne tient pas compte du moment produit par la force axiale F, les contraintes maxi- 
males sont 


F M, 0,2 5,398-107° 
= UE —————— - ———— = 78,8 — 33,9 = — 112,7 MPa. 
A W 25,4: 107 159-107 


Calculons maintenant les contraintes engendrées par le moment complémentaire dû à 
l’action de la force axiale. A cet effet, déterminons la flèche maximale provoquée par la 
charge transversale en utilisant les formules du chapitre VII et résultant 

de la force concentrée JS; = PI/(8EI, ) ; 

de la charge uniformément répartie f, = 5 ql*/(384 ET) ; 
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la flèche globale 


D A k (? + : 1) 
= — g = 
"A 48EI, 8 


4 
7 48-2-105- 1430: 107% 


s 
(5-10 + . 199 : 0-64 ) = 0,256 : 107? m. 


La force critique d’Euler 


Le coefficient de correction 
C = 1/(1 — F/F.) = 1/(1 — 0,2/1,756) = 1,05. 
Les contraintes supplémentaires produites par le moment engendré par l’action de la force 
axiale F 
a = —Ff,C/W. = 0,2:0,256-1072-1,05/(159- 107%) = —3,4 MPa. 
Les contraintes globales 
a = —112,7 — 3,4 = —116,1 MPa. 
Le coefficient de sécurité est établi d’après la formule (X.31) par approximations successi- 


ves:n = 1,90 > n,,.. Par conséquent, la résistance de la poutre est assurée. 
2. Calcul à la rigidité. La flèche maximale 


f = JC = 0,256-1072-1,05 = 0,269-107?m = 0,269 cm. 
La flèche admissible 
Jam = [/400 = 400/400 = 1 cm. 
Donc, f < fan C'est-à-dire que la rigidité de la poutre est assurée. 


$ 91. Méthode énergétique de la détermination des charges 
critiques 


En résolvant de nombreux problèmes de stabilité, surtout dans des cas 
complexes, les méthodes énergétiques, parmi lesquelles nous examinerons 
une seule, sont très efficaces. 

Lorsque la force axiale atteint la valeur critique, la barre peut fléchir. 
légèrement (fig. X.6). Pour fixer les idées, mettons que Z, < L,, alors la 
barre fléchit dans le plan du dessin. La force extérieure F. effectue alors un 
travail qui passe en énergie potentielle de flexion caîculée d’après la for- 


mule [VI.22] ! 
2 
__. [4 dz 
2 J EI, 
0 
ou / 
U= (ar, f'?dz, (X.33) 


0 
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étant donné que M = EL f. 
Le travail de la force axiale : 


W, = F6, (X.34) 
où à est le déplacement du point d’application de la force F_. 
Dans le calcul du travail W,, le facteur 1/2 ne figure pas du fait que la 


perte de stabilité est précisément définie par la valeur constante des forces 
extérieures. 


Fig. X.6 


Le déplacement à peut être déterminé comme différence entre la lon- 
gueur / et la projection de l’axe fléchi de la barre sur la droite qui réunit les 
appuis. Il est clair que (fig. X.6) 


dë = de — de cos 9 = Ÿ sin?9 = = 0? = 


(Vu la petitesse des déformations, on adopte que sin Ÿ = tg ÿ = Ÿ = f’.) 
Donc 


l 
Î=. (re. (X.35) 


0 


L’énergie potentielle de la force axiale 
U, = -W,= -—F.6. 


CT 


L’énergie potentielle totale de la barre 


V=U+U,=0 (X.36) 
ou 
l l 
I . F(,. 
=: (er, f'dz - => fr 2dz. (X.37) 
0 0 


Voici l’un des théorèmes importants de la mécanique du corps déformé, 
qui est à la base de la méthode efficace et très générale de résolution de dif- 
férents problèmes techniques et, notamment, des problèmes de stabilité des 
formes d’équilibre élastiques. 
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THÉORÈME DE LAGRANGE-DIRICHLET * : de tous les déplacements qui 
satisfont aux conditions aux limites données, ceux qui correspondent aux 
conditions d'équilibre stable assurent la valeur minimale de l'énergie 
potentielle totale du système. 

Ce théorème rend disponible le nombre nécessaire d’équations de la 
forme dV/dX. = 0, ce qui permet de résoudre des problèmes à nombreux 
paramètres X: inconnus. Le théorème est vrai pour des systèmes déforma- 
bles aussi bien linéaires que non linéaires. 

En se donnant telle ou telle fonction f susceptible de satisfaire aux con- 
ditions aux limites données, on peut réaliser le calcul approché de la force 
critique. 

Pour choisir la fonction f, il faut que les conditions aux limites cinéma- 
tiques (flèches, angles de rotation des sections) soient satisfaites. Les condi- 
tions aux limites statiques (moments fléchissants, forces transversales) peu- 
vent ne pas être observées, mais ceci est désirable si l’on veut avoir des 
résultats plus exacts. 

Des résultats plus exacts s’obtiennent si l’énergie de la flexion se calcule 
non pas d’après (X.33), mais d’après [VI.22], puisque le choix approprié de 
l’équation de la courbe /, dont dépend la valeur de M, assure une meilleure 
approximation que celui de l’équation de jf”. 

Pour calculer la force critique des potences (fig. X.7), il est recom- 
mandé de retenir comme état déformé celui dû à l’action d’une charge con- 
venable, par exemple, à la force horizontale P. 


Exemple X.5. Déterminer par la méthode énergétique la force critique de la barre à section 
constante représentée sur la figure X.6. 
Solution. Adoptons pour l’axe fléchi l'équation de la parabole 


f = Cl — 2). 


Cette équation satisfait aux conditions cinématiques : PE = 0; 12 = 0, Mais ne véri- 
fie pas les conditions aux limites statiques du fait que J7= const, c'est-à-dire que le moment 
fléchissant est constant suivant la longueur, alors qu’en fait il croît des extrémités de la poutre 
vers son milieu. En calculant F à partir de la formule (X.37) et en utilisant la condition 
dV/dC = 0, on trouve F. = 12 EL, /F au lieu de la valeur exacte 


S à 2 2 
F. = +'EL/ = 9,87 EI /P. 


Si l'énergie de la flexion se calcule d'après [VI.22], on obtient F, = 10 EZ /1?, ce qui 
n'est que de 1,3 % supérieur à la valeur exacte. (On adopte M = Ff.) 

Il convient de noter que les forces critiques déterminées par la méthode énergétique sont 
toujours plus grandes que les forces réelles. 

Adoptons pour l'axe fléchi l'équation 


J = Csin rz/1. 


* Ce théorème est le plus général de la théorie de l’élasticité, de la mécanique des cons- 
tructions et de la résistance des matériaux. Sa démonstration est donnée dans les cours de la 
théorie de l’élasticité et de la mécanique des constructions. 
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Cette équation satisfait aussi bien aux conditions cinématiques que statiques du fait que, en 
réalité, aux extrémités de la barre les flèches et les moments fléchissants sont nuls. 


Fig. X.7 


IR 774 273 


Calculons 


Le calcul de F d’après la formule (X.37) en utilisant la condition dF/dC = 0 amène 
F., = s'El /À 


Cr 


ou la valeur exacte. Cette valeur s’obtient parce qu’on s'est donné l'expression exacte de l’axe 


fléchi. 
Exemple X.6. Calculer F. d’une barre comprimée dont une extrémité est encastrée, et 


l’autre, libre (cf. fig. X.2). 

Solution. Représentons la ligne élastique sous la forme d’une fonction à deux paramètres 
f = Bz? + Cz. (La coordonnée z est comptée à partir de l’extrémité encastrée.) Calculons 
l'énergie potentielle totale 


l ! 
I I 36 
ue EI (re ne F fra = 2Ell (# + 4BCI? + " ci ) _ 


0 
1 4 4 
—2FP |- B? + - BCI* rc). 
2 s 7 


En annulant les dérivées 90/9B = 0 et 9W/9C = 0 (en vertu du théorème de Lagrange- 
Dirichlet), on obtient 


(EI — F1?/3)B — (2EIl? — 2F1*/5)C = 0; 
(EI — Fl?/5)B — (18EI!?/5 — 2F1*/7)C = 0. 


Si B+0et C # 0, le déterminant composé de coefficients affectés à B et C doit être 


nul : 
F 18 2 2F1* F. 
m-Ÿr) er -irt)- (2er - (a-5r)-0 
3 s 7 s s 


d'où l’on tire la force critique 
F., = 2,5 EI/l. 


L'erreur par rapport à la valeur exacte F, = x?EI/(4l?) n'est que de 1,2%. 

Si on se bornait à la fonction à un paramètre B, on obtiendrait F = 3EI/1°, qui constitue 
une erreur atteignant 20 % par rapport à la valeur exacte. 

Exemple X.7. Calculer F., de la barre de la figure X.8. 

Solution. Admettons que la perte de stabilité fléchit la barre suivant la sinusoïde f = 
= f, sin xz/1. Aux extrémités de la barre cette équation satisfait aussi bien aux conditions 
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cinématiques que statiques. Le moment fléchissant varie donc aussi suivant la sinusoïde : 
2/2 
72 CT, TE 2 TP 27 
=zf.sn—;, ff=-fcos—; ff” = — cos" — ; 
Mir l l Pl l 
M=F,S: M° = F2 fà sin*xz/l. 


Calculons l’énergie de la flexion 


1 (M? 1 | Mi 1 | M? F° fil 
y=i (a _1 (< 1 [a FES 
2 J EI 2 1 2 })1,6EI EI 
0 0 172 


Fig. X.8 


L'énergie totale 
V = U— W, = 0,14F JS I/ED) — Fix fg/(4i). 


De la condition dV/df, = Oontire F., = *°E1/(0,561*) = 17,65 EI/l*. La valeur exacte de 
F. = 17,62 EI/P. 

Exemple X.8. Calculer F. pour la potence de la figure X.7, a. 

Solution. Admettons qu’en perdant la stabilité la barre se déforme à peu près de la même 
façon que sous l’action de la force horizontale P. Construisons le diagramme de M engendré 
par l’action de la force P (cf. fig. X.7, b) et déterminons l'énergie potentielle de la flexion 
. d’après la formule [VI.22] ou la règle de Vérechtchaguine, en multipliant le diagramme de M 


par lui-même: 
1 ) M'ds 1! ( 1 2 PP 
_. =— 2 | {PI-- PI = ———, 
2 ET, 2 23 3EI 


X 


Le travail de la force axiale F., se calcule d’après la formule (X.34) : 
! 


F, 
FRS [ra 
0 


L’angle de rotation f” = Ô de la section courante z se trouve à l’aide de la méthode de Mohr 
en appliquant à la section z le moment unitaire, en construisant le diagramme de M (cf. 
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fig. X.7, c) et en multipliant le diagramme de M dû à l’action de la force P par le diagramme 
de M dù à l’action du moment unitaire : 


I ! 2 I sPI? 2 
IN 4 (Mie) le ui 
2 3 2EI GEI  2EI 
ul 
2 2 2N2 ; s 
el É-£)e- ner 
2 JE \6 2 72 


Calculons Y = U - W. De la condition dV/dP = Oontire F. = 1,43 EI/F°. 


La valeur exacte de F. = 1,422 EI/l. 
La méthode de calcul examinée dans ces exemples, fondée sur le théorème de Lagrange- 


Dirichlet, porte le nom de Rirz. 


CHAPITRE XI 


ACTION DYNAMIQUE DES CHARGES 


$ 92. Charges dynamiques 


Jusque-là nous avons étudié l’action exercée sur les pièces des construc- 
tions par des charges statiques. Nous savons de ce qui précède que ces char- 
ges changent de zéro à l’infini si lentement, que les accélérations que reçoi- 
vent les éléments des constructions sont négligeables. Or, les charges ont 
souvent une allure dynamique, variant dans le temps à une grande vitesse. 
Leur action s’accompagne alors de vibrations des ouvrages ou de leurs élé- 
ments isolés. 

Les contraintes engendrées par les vibrations des pièces peuvent être de 
plusieurs fois supérieures en valeur à celles dues à l’action des charges stati- 
ques. 

Le calcul des pièces des ouvrages à la charge dynamique est plus compli- 
qué que celui à la charge statique. Les difficultés sont constituées, d’une 
part, par les méthodes plus compliquées de la détermination des efforts 
intérieurs et des contraintes provoquées par les charges dynamiques et, 
d’autre part, par les méthodes plus compliquées de la détermination des 
propriétés mécaniques des matériaux sollicités par ce type de charges. Par 
exemple, sous l’action d’une charge de choc (c’est-à-dire d’une charge de 
très courte durée) de nombreux matériaux qui dans le cas de l’action stati- 
que étaient plastiques, travaillent comme des matériaux fragiles ; sous 
l’action de nombreux cycles des charges alternatives la résistance du maté- 
riau diminue brusquement. 

La méthode générale de calcul à la charge dynamique est fondée sur le 
principe de D’Alembert connu de la mécanique rationnelle. D’après ce 
principe, si l’on ajoute aux forces extérieures subies par le corps la force de 
l’inertie égale au produit de sa masse par son accélération et dirigée dans le 
sens opposé à cette accélération, tout corps animé d’un mouvement peut 
être considéré comme se trouvant à l’état d’équilibre instantané. Aussi, 
lorsqu’on connaît les forces d'inertie, peut-on appliquer sans aucune res- 
triction la méthode des sections et calculer les efforts intérieurs en utilisant 
les équations d’équilibre. 

Mais dans les cas où la détermination des forces d’inertie est difficile, 
comme il en est, par exemple, dans les conditions du choc, les contraintes 
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dynamiques et les déformations se calculent d’après la loi de la conserva- 
tion de l’énergie. 


$ 93. Calcul des contraintes pour le mouvement 
uniformément accéléré 


Il arrive souvent que les accélérations avec lesquelles se déplacent les 
pièces des machines sont connues. Alors, le calcul des contraintes dynami- 
ques ne présente pas de difficultés. Considérons quelques exemples. 


Exemple XI.1. Une charge de poids G est soulevée avec une accélération a (fig. XI.1). Cal- 
culer la tension du câble en négligeant son poids. 

Solution. Appliquons à la charge la force de l’inertie égale à ma = Ga/g et dirigée en bas. 
Utilisons la méthode des sections. Pratiquons la coupe m—n et rejetons la partie supérieure du 


{e 
Na = Ou À 7 Ào 
m ln 
À À 
| | 
PRES à 
go | 
(ea 6 D l 


e———————— 
G G M max | 
0 — 0 | 
L 5. LM, 


Fig. XI.1 Fig. XI.2 


cäble. Notons N, l'effort dans le câble. Les contraintes supportées par le câble étant, en trac- 
tion centrale, uniformément réparties suivant la section, on peut adopter que N, = 9,4, où 
o, est la contrainte dynamique subie par le câble. 
En projetant les forces, y compris les forces d'inertie, sur l’axe vertical, on obtient 
o,A — G(1 + a/g) = 0, 
d'où 


où a, = G/A est la contrainte sous l’action statique de la charge ; K, = 1 + a/8, le coeffi- 
cient dynamique. 

Ainsi, dans de nombreux cas les contraintes dynamiques peuvent être exprimées à l’aide des 
contraintes statiques et le coefficient dynamique. Ceci est très commode du fait que ce dernier 
est souvent déterminé expérimentalement. 


278 


Exemple XI.2. Une barre de poids g par mètre est soulevée à l’aide de deux fils fixés à ses 
extrémités (fig. X1.2). Le mouvement a lieu avec une accélération a. Déterminer les contrain- 
tes supportées par la barre. 

Solution. Appliquons à chaque élément de la barre de longueur égale à l’unité la force 
d'inertie ga/£. Il est clair que ce problème est équivalent à celui d’une poutre simple chargée 
uniformément par une charge d'intensité q + qga/£. 

Le moment fléchissant maximal est appliqué à la section du milieu de la barre 


+ qa/g)? l? a 
M, te fr, 2) MK, 
8 8 £ 


où M, = ql?/8 est le moment fléchissant dû à la charge statique uniformément répartie 
d'intensité q ; K, = 1 + a/g, le coefficient dynamique. 
La contrainte dynamique maximale est déterminée d’après la formule usuelle de la flexion 


0j = M,/W, = O1 Ka 


$ 94. Déplacements et contraintes dans le cas de choc 


Considérons le cas du choc longitudinal porté par une charge à un corps 
fixe. Soit une masse G qui tombe d’une hauteur À sur la barre fixe 
(fig. XI.3, a). La vitesse du corps à l’instant de la percussion est déter- 


minée d’après la formule connue de la chute libre v = V2 qgh. En uninter- 
valle de temps très court de la durée du choc, mesuré par des centièmes ou 


Fig. XL.3 


des millièmes de seconde, cette vitesse s’annule. La grande accélération 
(décélération) engendre une force d’inertie importante qui détermine juste- 
ment l’action du choc. 

Pourtant, il est difficile d'établir théoriquement la loi de la variation de 
la vitesse et, par suite, la force d’inertie. Dans ce cas, on choisit une autre 
voie, en appliquant la loi de la conservation d’énergie et les hypothèses sui- 
vantes: 

1) à l’instant de la percussion la contrainte ne dépasse pas la limite de 
proportionnalité, de sorte que la loi de Hooke reste en vigueur ; 
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2) après le choc les corps ne se séparent pas l’un de l’autre ; 

3) on admet que la masse de la barre percutée est petite devant le corps 
percutant ; on ne la prend donc pas en compte ; 

4) on néglige la perte de la partie de l’énergie qui se transforme en cha- 
leur et en énergie du mouvement vibratoire des corps en collision. 

Egalons le travail de la charge tombante à l’énergie potentielle de défor- 
mation de la barre. 

Le travail effectué par la charge tombante 


W = G(h + Aj,), 
où A, est le déplacement du point de l’impact égal au raccourcissement de 


la barre. 
En compression, l’énergie potentielle de déformation (cf. $ 18) 


U = AIEA/(21). 
De ces deux équations, on tire 
G(h + AI,) = AliEA/(21) 
ou 
AIjEA — G2IAI, — Gh2] = 0. 


En divisant tous les termes de cette équation par EA, on obtient 


GI GI 
= 2AI, — — 2h = 0. 
EA ° %  EA 


Mais GI/EA = Al, est le raccourcissement de la barre sous l’action de 
la charge statique G. Donc, 


AIS — 2AI,AI, — 2AIL, = 0. 
En résolvant cette équation du deuxième degré par rapport à A/,, il vient 


= Al, + VAI? + 2hAI.. 


En retenant le signe plus (la solution avec le signe moins devant la 
racine carrée contredit le sens physique du dns on a finalement 


Al, = AL(1 + VI + 2h/AL,) = AL, [XL:1] 


où X, est le coefficient dynamique. 

En divisant les deux membres de la dernière équation par la longueur de 
la barre et en les multipliant par le module d’élasticité E, passons, en vertu 
de la loi de Hooke, des déformations aux contraintes : 


où = 0 + V1 + 2h/AL,) = o,K1. (XI.2) 


Ces formules montrent que les contraintes dynamiques et les déplace- 
ments dépendent de la déformation statique du corps percuté. Plus la 


AB - 
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déformation statique est grande, les autres conditions étant égales, plus les 
contraintes dynamiques sont faibles. 

Aussi, pour adoucir le choc, emploie-t-on des joints (en caoutchouc, à 
ressort) susceptibles de supporter de fortes déformations. 

Dans le cas du choc comprimant, pour éliminer le flambement éventuel, 
les contraintes dynamiques ne doivent pas dépasser leurs valeurs critiques 
(cf. chapitre X). 

Pour le cas du choc transversal (fléchissant), les formules ont une forme 
analogue, mais au lieu de A, il convient d’adopter la flèche statique f., de 
la barre au droit de l’impact, et au lieu de A/,, la flèche dynamique f, (fig. 
XI.3, b). 

Cas particuliers. 1. Si À = 0, c’est-à-dire si l’application de la charge 
est subite, on obtient à partir des formules [XI.1] et (XI.2) A/, = 241, ; 
0, = 20,. Lorsque l’application de la charge est subite, les déformations et 
les contraintes sont deux fois plus grandes que sous l’action statique de 
cette même charge. 

2. Si la hauteur de la chute h est sensiblement plus grande que la défor- 
mation statique A/., pour déterminer le coefficient dynamique, on obtient 


st? 
la formule approchée suivante: 


K,=1+ VT + 2h74, = V2R/AL.. (XL.22) 


Exemple XI.3. Sur une poutre en H n° 27a en acier à travée de 3 m tombe au milieu de la 
travée une charge G = 1 kN d’une hauteur À = 10 cm = 0,1 m. Le moment d'inertie de la 
section , = 5500: 107 m* ; le couple de réaction W, = 407: 107% m° (données des tableaux 
des normes) ; E = 2:10° MPa. 

Calculer la flèche maximale de la poutre et les contraintes maximales subies par sa section 
droite. 

Solution. Calculons la flèche statique sous la charge d’après la formule (VII.23) : 


QE ———— —— = 0,0048 - 107? m = 0,0048 cm. 
48EI  48-2-10°: 5500: 107 
Le coefficient dynamique 
K,=1 + V1 + 2h/Al, = 1 + V1 + 2-10/0,0048 = 64. 
Dans ce cas l’effet dynamique de la charge tombante est de 64 fois supérieur à son effet 
statique. 


Calculons la contrainte statique sous la charge G. 
Le moment fléchissant maximal est appliqué à la section du milieu de la poutre 


M = Gl/4 = 1-3/4 = 0,75 kKN'm. 


La contrainte statique maximale 
0, = M/W, = 0,75/(407-107€) = 1860 kPa = 1,86 MPa. 


La contrainte dynamique maximale 
04 = OKy = 1,86-64 = 119 MPa. 
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Cet exemple montre comment l’action des charges dynamiques est dangereuse. Il y a 
encore cette circonstance que pour le choc les contraintes admissibles sont plus faibles que 
pour les charges statiques. 


& 95. Choc excentré 


Le choc excentré présente. un intérêt bien plus grand étant très fréquent 
dans la pratique. 

Par exemple, lors de l’enfoncement des pieux dans le sol même un fai- 
ble gauchissement du pieu et du corps percutant rend le choc excentré 
(fig. XI.4, a). 

Conservons les mêmes hypothèses sur l’allure du choc que dans le cas 
du choc central. 

Etant donné qu’en plus des déformations et des contraintes de traction 
(de compression), le choc excentré engendre des déformations et des con- 
traintes de flexion, adoptons l’hypothèse que l’axe de la barre fléchi sous le 
choc coïncide suivant la forme avec l’axe fléchi par l’action statique de la 
charge. 

Les hypothèses adoptées sont admissibles pour des vitesses de choc peu 
grandes. 

Calculons le travail du poids G de la charge qui tombe d’une hauteur 


W = G(h + ë,), (XL.3) 


où 6, est le déplacement au droit de la percussion C (fig. XI.5). Ce déplace- 
ment peut être mis sous la forme de la somme : 


54 = à, + à + 6, (XI.4) 


où à, = F,//(EA ) est le raccourcissement de l’axe de la barre sous l’action 
de la force longitudinale F, ; 6,, le raccourcissement de l’axe sous l’effet de 
son fléchissement. Lorsque l’encastrement est réalisé à l’extrémité infé- 
rieure de la barre, ce raccourcissement peut se calculer d’après la formule 
(X.35) : 


h : 


{ 


ë => [re (XL.5) 


0 


Dans le cas particulier du point d’impact reposant sur l’un des axes 
principaux de la section, on a (cf. l’exemple VII.8) 


J” = M,7/(EL,) = F,ez/(EI ). (XL.6) 
Donc, 
l 
] Fie2l} 
=. "2dz = —d7 XI. 
2 2 ds 6E?1? Er 


0 
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Ici e est l’excentricité de la force du choc par rapport à l’axe central princi- 
pal x. 
ô, est le déplacement du point d’impact par suite de la rotation de la sec- 
tion 
Ô, = etg Ü = ev, (XI.8) 
où Ÿ est l’angle de rotation de la section supérieure de la barre (la petitesse 
de la déformation permet d'admettre que tg Ÿ = Ü) : 


Ü = M,l/(EL,) = Fel/(EI). (XI.9) 

Ainsi, 
ô, = Fel/(ET). (XI.10) 
Dans le calcul des déplacements ô, et à, l’éffet de flambement avec 


flexion simple est négligé, c’est-à-dire qu’on admet que la rigidité de la 
barre est assez grande. 


L)) | 
— 
- ÿ 
Fig. X1.4 Fig. XI.5 


Finalement, la formule (XI.3) devient 


FI F'el F,e!l 
W=G(ns ts Her + Bet) ou 
( EA 6E*°I2 EI, 
Calculons l’énergie potentielle de 1. .eformation de la barre : 
2 
U = . Fô! + Pure (XI.12) 


2 EA 2El 
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En retenant que M, = Fe, on obtient 
_ FIG, + Fe?) _ Fäll 
2EIA 2EI A” 


où JL. = 1, + Ae?est le moment d’inertie de la section par rapport à l’axe 


XC parallèle à l’axe x et passant par le point d’impact C. 
En vertu de la loi de la conservation de l’énergie 


W = U. 


U (XI.13) 


Les transformations amènent pour la force de choc F, l’équation du 
deuxième degré : 


GGI2REA? + 6GII, F, + FiAle?N2A — 31, 1) = 0, (X1.14) 


où i, = VI /A est le rayon de giration de la section par rapport à l’axe x ; 
Al, = GI/(EA ), le raccourcissement statique de la barre ; À = //i,, l’élan- 
cement de la barre par rapport à l’axe x. 

En calculant d’après cette équation F,, on peut tirer de la formule 
(XI.4) le déplacement au droit de l’impact. Dans le cas du choc compri- 
mant, les contraintes sont données par la formule 


y = —F,/A + M,/W, = Fi(-1/A + e/W). (XI.15) 
Si les déformations de la barre sont petites par rapport à la hauteur de 


la chute h, en égalant le travail de la force de G égal à W = Gh à l’énergie 
potentielle de la déformation (XI.13), on obtient 


Gh = Fill, /QEL,A ), (XI.16) 
d’où 
F, = G 2 ee = FE, K,, (XI.17) 
Al, Le 
où 
2h I 
K, = x XI.17a 
je Al, L. | 
C 


est le coefficient dynamique. Les contraintes sont 
03 = Fi—- 1/4 + e/W) = F,Ki(—-1/4 + e/W) = o,K,. (XI.18) 
D'une façon analogue, on peut résoudre le problème dans le cas général 


du choc lorsque le point d’impact ne repose pas sur l’un des axes princi- 
paux de la section droite. 


Exemple XI1.4. Déterminer la force de choc et les contraintes engendrées par la charge tom- 
bante de poids G dans la barre de section circulaire pour deux cas : 1) choc central ; 2) choc 
excentré avec e = r. 
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Solution. Les coefficients dynamiques se calculent à l’aide des formules approchées, en 
admettant que h est grand par rapport à 41... 
1. Choc central. Le coefficient dynamique est donné par la formule (XI.2a) : 


K, = V2h/Al, ; 
F, = F,K = —GV2h Me ic = ok = — VA /A,. 


2. Choc excentré (e = d/2). K, est déterminé d’après la formule (X1.17a) : 


2h 1, 2h 0,05d* 2h 
— Es 5 ———© = 0,446 | — : 
A, (1, + Aeî) Al, (0,05d* + 0,785d?-0,25d?) Al, 


F, = —F,K, = —0,446G V2h 


(S 4 G:0,5d°32 
o = -K{F,/A + M,/W,) = —0,446 
r® 
G » 
= -2,33- |—, 
AN 4, 


En comparant les résultats on voit que dans le cas du choc central la force d'impact F, est 
de 2,24 fois supérieure à celle de la percussion excentrée, et les contraintes, de 0,43 fois plus 
faibles. 11 s’ensuit que lors du battage des pieux par exemple, il est avantageux de centrer le 
choc de façon à augmenter la force d’impact qui enfonce le pieu dans le sol et à diminuer les 
contraintes dynamiques en éliminant le moment fléchissant qui n’influe pas sur la valeur de 
l’enfoncement. 

Pour centrer le choc, le casque de battage doit être exécuté avec une saillie de centrage (cf. 
fig. X1.4, b) ou l'extrémité du pieu doit être effilée (cf. fig. X1.4, c). 


$ 96. Essai des matériaux par choc 


D’après les recherches la vitesse de la déformation influe sensiblement 
sur les propriétés mécaniques des matériaux. 

La figure XI.6 représente deux diagrammes de traction, statique J et 
dynamique 2. Ces diagrammes montrent que la limite d'écoulement et la 
charge de rupture sont plus élevées dans le cas de la traction par choc. Les 
recherches de Davidenkov et d’autres auteurs montrent que la limite 
d’écoulement augmente de 20 à 70 %, et la charge de rupture, de 10 à 30 % 
par rapport à la traction statique. La plasticité diminue avec l’augmenta- 
tion de la vitesse de déformation. Les vitesses de sollicitation relativement 
faibles font déjà apparaître l’aptitude à la rupture fragile. 

Les diagrammes de traction par choc du type 2 de la figure XI.6 sont 
établis à l’aide des machines spéciales très compliquées. Aussi, pour éva- 
luer les propriétés des matériaux sous l’action d’une charge dynamique 
recourt-on dans les cas courants à une autre méthode plus simple, à celle de 
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l’essai par choc. A cet effet, on emploie des éprouvettes de forme normali- 
sée. L’une d’entre elles est représentée sur la figure XI.7. 

Au milieu de l’éprouvette on pratique une entaille de 2 mm de profon- 
deur pour rendre les conditions de service du matériau plus pénibles, 
l’entaille étant un concentrateur des contraintes. 


6 2 


Fig. XI.6 Fig. XI.7 


L’éprouvette est soumise à la rupture par choc sur un mouton-pendule 
spécial (fig. XI.8). La chute du couteau C du mouton, monté à la hauteur 
h,, rompt l’éprouvette en la percutant au point K (cf. fig. XI.7) et remonte 
sous l’effet de l’énergie cinétique restante jusqu’à la hauteur h, < h.. 

Le travail réalisé par le pendule est W = G(k, — h.). Il est absorbé par 
la rupture de l’éprouvette, à l’exception d’une petite partie AW absorbée 
par les résistances nocives (frottement dans la machine, résistance de l’air). 
Ces pertes sont connues pour chaque exemplaire du mouton. 


Fig. XI.8 Fig. XI.9 


Comme caractéristique du pouvoir du matériau de résister à l’action de 
la charge par choc, on prend la quantité 


a = W,/A, (XI.19) 
où W, = W — AW est le travail absorbé par la rupture de l’éprouvette ; 
À, l’aire de la section droite de l’eprouvette au droit de l’entaille. 


La grandeur a s’appelle résilience du matériau. Plus a est grand, mieux 
le matériau résiste au choc, plus il est résilient. 
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La résilience a dépend de la température f à laquelle est réalisé l’essai. 
Pour l’acier Cr 3 le graphique de la relation entre a et f est représenté sur la 
figure XI.9. Avec la baisse de la température, a diminue. Il existe un inter- 
valle de température f,, lorsque la diminution de a est particulièrement 
rapide. Il s'appelle intervalle critique de température (zone de transition). 

A gauche de cette zone, se trouve le domaine de la fragilité thermique. 
On voit que pour l’acier Cr 3 ce domaine correspond à la température infé- 
rieure à —25 °C. A la température de —20 à + 30 °C pour cet acier a vaut 
de 6-10 à 12: 10° J/m°2. Notons à titre de comparaison que pour les strati- 
fiés verre-résine a varie de 1:10° à 6:10° J/m2. Par conséquent, la résis- 
tance des stratifiés verre-résine à l’action des chocs est sensiblement pire 
que celle de l’acier à bas carbone. 


$ 97. Oscillations libres d’un système à un degré de liberté * 


Comme nous l’avons déjà dit, la particularité caractéristique des char- 
ges dynamiques est l’apparition des oscillations des structures et de leurs 
éléments isolés. 

Dans le cas des oscillations résultant de l’action des accélérations, on 
observe l’apparition des forces d’inertie qui dans les éléments des construc- 
tions peuvent être de nombreuses fois supérieures aux efforts engendrés par 
des charges statiques. C’est pourquoi les charges dynamiques présentent un 
danger bien plus grand que les charges statiques. 


Fig. XI.10 


Considérons le problème le plus simple de la théorie des oscillations, 
celui des oscillations libres (ou propres) d’un corps dont la masse est con- 
centrée en un point (fig. XI.10). Admettons que la masse de la barre ou du 


* Les $$ 97 et 98 tiennent compte des prescriptions des normes soviétiques GOST 
24346-80 et 24347-80, « Vibrations ». 
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ressort supportant le corps est négligeable par rapport à la masse du corps 
oscillant. 

La position du corps qui oscille est alors complètement déterminée par 
un seul paramètre, le déplacement s du corps par rapport à la position 
d’équilibre statique. Dans ce cas et dans des cas analogues, on dit que le 
système possède un degré de liberté. 

Le nombre de degrés de liberté ou de paramètres indépendants qui 
interviennent dans la position du système, dépend du schéma de calcul 
retenu. Ainsi, si dans le cas envisagé on ne peut pas négliger la masse de la 
tige BC, il faut introduire un ensemble infini des coordonnées déterminant 
la position de tous les points de cette tige, ce qui veut dire que le système 
possède un nombre infini de degrés de liberté. 

Pour faire osciller un corps autour de la position d’équilibre, allon- 
geons la tige BC d’une quantité quelconque 5, et laissons le corps à lui- 
même. Il effectue alors des mouvements oscillatoires dans la direction ver- 
ticale (dans la direction CB). Les oscillations de cette sorte qu’effectue un 
système libéré de l’action des forces extérieures et laissé à lui-même s’appel- 
lent libres ou propres. Les oscillations propres se poursuivent tant que 
l’énergie communiquée au début des oscillations n’est complètement absor- 
bée par le travail pour surmonter les forces de frottement contre l’air et les 
forces de frottement intérieur dans le matériau. 

Les oscillations sont dites forcées si elles ont lieu sous l’action des forces 
extérieures variables dites perturbatrices. 

En composant les équations du mouvement, on part du principe de 
D’ Alembert d’après lequel à un système qui se déplace avec accélération on 
peut appliquer les équations de statique si dans le nombre de forces exté- 
rieures on introduit la force d'inertie fictive égale au produit de la masse 
par l’accélération et dirigée dans le sens opposé à l’accélération. 

Désignons par s l’écart du corps par rapport à la position d’équilibre. 

Un corps oscillant subit l’action des forces suivantes : 

1) réaction de la part de la tige CB égale, en vertu de la loi de Hooke, à 


N = EAs/I = 5/s,,, (XI.20) 
où s,, est le déplacement produit par la force égale à l’unité appliquée au 


point de la fixation de la masse ; 
2) la force d'inertie égale au produit de la masse par l’accélération : 


i = md?s/dri. (XI.21) 
La somme de ces forces doit être nulle : 
md?s/dt? + s/s, = 0 (XL.22) 
ou 
d?s/dt? + w?s = 0, (XI.23) 
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di w = VI/(n5.,) (XI.24) 


est la fréquence angulaire ou la pulsation des oscillations (leur nombre en 
27 secondes). 

(XI.23) est une équation différentielle d’ordre deux, homogène linéaire 
à coefficients constants. L'intégrale générale de cette équation est de la 
forme 


s = B, cos wf + B, sin wf (XI.25) 


ou 
s = À sin(uf + w), (XI.26) 


où B,, B, et À, # sont des constantes arbitraires. 

(XI.26) est l’équation des oscillations harmoniques. Dans cette équa- 
tion la quantité À est l’écart maximal (amplitude) de la masse oscillante par 
rapport à la position d’équilibre, du fait que la valeur maximale de 
sin(wf + w) vaut l’unité. L’argument wi + # est la phase des oscillations, 
et la quantité , la phase initiale de l’oscillation, c’est-à-dire la valeur de la 
phase à ? = 0. 

La vitesse de la masse en mouvement 


v = ds/dt = Aw cos(u!f + 9). (XI.27) 
L’amplitude À et la phase initiale # sont déterminées d’après les condi- 


tions initiales du mouvement. Si à l’instant initial : = 0 le déplacement de 
la masse s = s, et la vitesse vu = v,, on tire des équations précédentes 


S = ASing;vy = Bw cos w, 
d’où 
A = Vsi + vi/w?; tgo = uws/v, c’est-à-dire 
gp = Arctg wS,/v,. (XI.28) 
La courbe (XI1.26) des oscillations est représentée sur la figure XI.11. 
Cherchons la période totale T de l’oscillation qui est l’intervalle de temps 
après lequel la masse oscillante reprend sa position initiale. La période de 


sinus et de cosinus étant 27, après le temps 7 la phase des oscillations aug- 
mente de 27 ; en vertu de la formule (XI.26), on a 


ut + T) + @ — (wt + w) = 27, 


d’où 
T = 2%/w (XI.29) 
ou en portant la valeur de w de (XI.24), il vient 
T = 2x Vms,.. (XL.30) 
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Puisque dans cette formule ne figurent ni s,, ni v,, la période d’oscilla- 
tion ne dépend pas des conditions initiales du mouvement. 
La formule précédente implique également 


w = 2x/T = V1/(ms,,) ; (XI.31) 


ceci signifie que la pulsation des oscillations détermine le nombre d’oscilla- 
tions complètes de la masse en 27 secondes. En retenant ques,, = //(EA ), 
on obtient 


w = VEA/(ml), 
c’est-à-dire que la pulsation des oscillations est d’autant plus grande que 


l’est la rigidité de la tige (ressort) et diminue avec l’augmentation de la lon- 
gueur de la tige et de la masse oscillante. 


Fig. XI.11 Fig. XI1.12 


Les formules mentionnées sont également vraies pour le cas des osciila- 
tions transversales (fléchissantes) de la tige sous la condition que s,, est 
déterminé comme la flèche de la barre produite par la force unitaire appli- 
quée au point de fixation de la masse oscillante. 

Nous avons déjà dit que de différentes forces de la résistance font 
qu'avec le temps les oscillations libres commencent à s’amortir. 

Si l’on admet que la force de résistance est proportionnelle à la vitesse 
du mouvement (ce qui à de faibles vitesses est admissible), en composant 
l’équation des oscillations, il faut inclure au nombre de forces extérieures la 
force de la résistance bds/dr, où b est le coefficient de proportionnalité * 
entre la force et la vitesse. Alors, au lieu de (XI.22), on obtient 


md?s/dr? + bds/df + s/s,, = 0 (XI.32) 


ou 
d's/dr? + 2nds/df + w?s = O, (XI.33) 


* Coefficient de résistance. 
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où 


2n = b/m; w?= 1/(m: ). (XI.34) 
La solution de cette équation est de la forme 
s = Ae”"sin(wf + @), (XI.35) 
où 
wy = Vu? — n?. (X1.36) 


La courbe de ces oscillations est représentée sur la figure XI.12. Elle 
montre que les oscillations propres s’amortissent avec le temps. La fré- 
quence des oscillations w, se distingue peu de la fréquence des oscillations 
propres sans amortissement, du fait que la quantité nr? est généralement 
petite devant w?. 

Le rapport de deux amplitudes mesurées dans l’intervalle d’une période 


n+i 
. d’où s 
nT = In" = A, (XI.37) 


n+i 


où À est le décrément logarithmique de l’oscillation ; il détermine la vitesse 
d’amortissement des oscillations propres. 


$ 98. Oscillations forcées d’un système à un degré 
de liberté. Résonance 


Considérons un système à un degré de liberté soumis à l’action d’une 
force pertürbatrice variant suivant une loi périodique 


F() = Fsin Q, (XL.38) 


où F, est la valeur maximale de la force ; {, la fréquence angulaire ou la 
pulsation de la variation de la force. 
L’équation différentielle du mouvement, sans tenir compte des forces 
de résistance, s’écrit 
TS 4 os = Fosin or. (XL.39) 
dt m 
L'intégrale de l’équation homogène (sans deuxième membre) nous est 
déjà connue du paragraphe précédent. Cherchons l’intégrale particulière 
(pour w # Q) sous la forme 


s* = C'sin Or. (XI.40) 


19° 291 


En portant cette expression dans l’équation (XI.39), on trouve 
C = Fo/{m (vw? — 02] = Fos1/( — Q2/w ?), (XI.41) 


étant donné que w? = 1/(ms,,). 
Donc, la solution de l’équation (XI.39) est de la forme 


= AS Fos 
S = À Sin(of + @) + = 0%05 sin {£. (XI.42) 
Le premier terme traduit les oscillations propres, le deuxième, les oscilla- 
tions forcées. 
Les oscillations propres s’amortissant avec le temps, considérons seule- 
ment les oscillations forcées. Ces oscillations ont lieu avec la fréquence de 
la force perturbatrice { et l’amplitude 


C = Fysy/( — Q2/w?. k (XL.43) 


En tenant compte que le produit F,s,, est le déplacement que réalise la 
masse si on y applique statiquement la force F,, on obtient 


C=Ee/( — L/w7) = EE K,, 


oùK, = 1/00 - 90 2/w ?) est le coefficient dynamique montrant combien de 
fois l’amplitude des oscillations forcées est plus grande que le déplacement 
statique provoqué par la valeur maximale de la force perturbatrice. 

La figure XI.13 représente le graphique des valeurs du coefficient dyna- 
mique (en valeur absolue). Cette courbe montre que pour les fréquences 


0 & 
05 10 15 20 
Fig. XI.13 


des oscillations forcées {, qui s’approchent de la fréquence des oscillations 
propres w, le coefficient dyramique croît indéfiniment. Par exemple, pour 
le cas de { différent de w de 30 %, &, = 2. 

L'examen des oscillations forcées compte tenu des forces de résistance 
montre que K', reste limité même avec = w, mais a pour autant la valeur 
maximale. 
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La croissance de l’amplitude observée lorsque les fréquences des oscilla- 
tions propres coïncident avec la force perturbatrice porte le nom de réso- 
nance, et la coïncidence elle-même des fréquences s’appelle condition de 
résonance. 

L'augmentation des amplitudes s’accompagnant de la croissance cor- 
respondante des contraintes engendrées dans les éléments oscillants, il est 
clair que dans le calcul des constructions les questions de résonance sont 
d’un intérêt capital. En effet, l’analyse des accidents de construction mon- 
tre qu’ils sont dus très souvent à l’amplitude fortement croissante des oscil- 
lations. 

Lorsque la comparaison des fréquences {? et w montre que la résonance 
est possible, il faut parer à ce danger par des mesures conceptuelles en ren- 
dant plus grand l'écart entre ces grandeurs et changeant { ou w. Le plus 
rationnel dans ces conditions est de changer les fréquences dans le sens de 
l'augmentation du rapport Q/w (fig. XI.13), pour réduire au possible K'.. 
On peut l’obtenir en agissant sur la rigidité du système oscillant. Mais lors- 
que ceci est impossible, le concepteur doit prévoir l’amortissement de la 
construction, c’est-à-dire prévoir des dispositifs spéciaux (amortisseurs) 
qui renforcent la diffusion de l’énergie oscillante (amortisseurs de frotte- 
ment, hydrauliques, dynamiques, en caoutchouc, etc.). Il convient de noter 
que l’état de résonance bref ne présente généralement pas de danger, du 
fait que l’intensification des oscillations du système demande un certain 
intervalle de temps, et lorsque ce temps est court, l’amplitude ne parvient 
pas à atteindre une grande valeur. 

Des cas plus compliqués des oscillations (oscillations des systèmes à plu- 
sieurs degrés de liberté, des systèmes à masse continüment répartie, etc.) 
sont examinés dans des cours complets de la résistance des matériaux et 
dans des ouvrages spéciaux. 


Exemple XI.5. A l'extrémité d’une poutre composée de deux profilés en U n°12 
(fig. XI.14) se trouve un moteur de poids G = 4000 N qui engendre une charge oscillante F = 


Fig. XI.14 


= F, sin ®, alors que F, = 1KN:Q = 221/s:/, = 2-304 = 608 cm* = 608-107°m°. 
Calculer la poutre. 
Solution. Négligeons la masse de la poutre et les forces de résistance. Calculons la fré- 


quence des oscillations propres : 
des w = VI/(ms.)). 


Cherchons la masse : "m = 4000/9,81 = 408 kg. 
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La flèche de l'extrémité de la poutre, produite par la force unitaire [cf. formule (VII.9)] 
égaleàF = 1N =1m'kg:s7?, 


l 
w = = = 23,9 s”!. 
408- 0,00428: 10 - ? 


Etant donné que la différence entre les fréquences 9 et w n’est pas grande, on est en pré- 
sence d’un danger de résonance. Pour l’éliminer, modifions la position du moteur sur la pou- 
tre en le plaçant à 2 m de l’encastrement ; alors, 


donc 


3EI  3:2-10°-608-10 7% 


] 
=. fs 5 39 SL 
408: 0,0022- 10? 


Cette fréquence se distingue déjà sensiblement de la fréquence de la force perturbatrice {. Cal- 
culons les contraintes dynamiques. Le coefficient dynamique 


K, = 1/(1 — Q/w?) = 1/(1 — 222/33,3?) = 1,78, 
Le moment fléchissant au droit de l’encastrement 
M = Gl + FK,l = 4000-2 + 1000:1,78-2 = 11 560 N:m. 


Cherchons les contraintes (W, = 2:50,6 = 101,2 cm° = 101,2: 107 m°) : 
a = M/W, = 11560/(101,2- 107%) = 115-10% Pa = 115 MPa. 


CHAPITRE XII 


CALCUL DE LA RÉSITANCE SOUS DES 
CONTRAINTES CY CLIQUES (CALCUL À LA FATIGUE) 


$ 99. Généralités * 


Pendant leur service de nombreuses pièces de machines sont soumises à 
de nombreuses reprises à l’action des charges (contraintes) qui varient 
périodiquement dans le temps. Par exemple, un essieu de wagon travaille à 
la flexion et tourne avec les roues en subissant des contraintes cycliques, 
bien que les forces extérieures gardent leur valeur et leur direction. Les 
fibres de l’essieu se trouvent tantôt dans la zone tendue, tantôt dans la zone 
comprimée. 

Il est caractéristique que l’action des charges alternatives amène la rup- 
ture par suite de la progression d’une crique dite de fatigue. L'origine du 
terme fatigue est due à la supposition erronée des premiers explorateurs de 
ce phénomène, qui pensaient que sous l’action des charges alternatives la 
structure du métal change. 

Actuellement, il est établi que sous l’action des charges cycliques la 
structure du métal ne change pas. La rupture par fatigue est conditionnée 
par les particularités de la structure moléculaire et cristalline de la matière. 
Probablement, elle a à l’origine la structure hétérogène des matériaux. Les 
cristallites du métal ont dans des directions différentes une résistance diffé- 
rente. Il en résulte que sous des contraintes définies les cristallites isolés 
subissent des déformations plastiques. 

L’alternance des charges et décharges produit l’écrouissage et augmente 
la fragilité du matériau. Finalement, lorsque le nombre de répétitions est 
grand, l’aptitude du matériau à se consolider s’épuise et dans l’un des plans 
de glissement des cristallites apparaît une microfissure. La crique ainsi 
apparue est un fort concentrateur des contraintes et l’affaiblissement de la 
section fait qu’elle devient l’endroit de la rupture définitive. 

La surface de la cassure présente deux zones bien marquées, la zone 
lisse à surface rodée (zone de la progression de la crique de fatigue) et la 
zone de la rupture définitive à surface rugueuse. 


* La méthodologie de calcul à la fatigue n’est pas encore unifiée de la façon nécessaire. 
Nous suivons les prescriptions de GOST 23207-78 (pour ce qui est de la terminologie et des 
notations). 
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La figure XII.1 représente la photographie d’un rail ayant subi la rup- 
ture. Autour de la fissure intérieure restée dans le rail après son laminage, 
on voit la surface lisse rodée qui s’est formée par progression de la crique 
de fatigue ; puis vient la surface rugueuse de la section suivant laquelle s’est 
produite la rupture définitive sous l’effet du fort affaiblissement de la sec- 
tion. 
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Fig. XII. 


L'apparition et le développement des criques de fatigue sont fortement 
influencés par les défauts de structure interne du matériau (fissures inter- 
nes, inclusions de scories, etc.) et les défauts d’usinage (stries, traces de 
l’outil ou de la meule de rectification, etc.). Le processus de l’accumulation 
progressive des détériorations du métal sous l’action des contraintes varia- 
bles, qui conduit à la modification des propriétés, la formation des fissu- 
res, leur développement et la rupture s’appelle fatigue, et la rupture sous 
l'effet du développement d’une telle fissure, rupture par fatigue. La pro- 
priété du matériau de tenir à la fatigue s’appelle résistance à la fatigue ou 
endurance. 

Les recherches montrent que dans la plupart des cas les éléments des 
machines subissent la rupture sous l’action des criques de fatigue. 

Dans le cas général, comme nous l’avons déjà dit au $ 3, les charges et 
les contraintes peuvent varier dans le temps suivant des lois très compli- 
quées. Le régime des charges variables peut être établi ou stable et instable. 

En régime instable la loi de la variation des contraintes dans le temps 
peut être quelconque. Le régime stable est défini par la variation répétitive 
(périodique) des contraintes. Dans des intervalles de temps définis (pério- 
des) les contraintes sont exactement répétées. 

L’ensemble des valeurs consécutives des contraintes en une période de 
leur variation sous une sollicitation régulière s’appelle cycle des contrain- 
{es. 

Les figures XII.2, a et b représentent les courbes de la variation des con- 
traintes normales et tangentielles subies en un tour par un vilebrequin de 
diesel. Elles montrent que les contraintes changent d’après une loi très 
compliquée, mais périodique (cyclique). 
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L’action exercée par la forme de la courbe de variation des contraintes 
sur l’endurance n’est pas encore suffisamment étudiée, mais les données 
disponibles permettent d'admettre quand même que cette action n’est pas 
forte et que le rôle décisif revient aux valeurs maximale et minimale du 
cycle et à leur relation. Nous supposerons dans ce qui suit que la variation 


Fig. XIL.2 


des contraintes dans le temps est régie par une loi proche de la sinusoïde 
(fig. XII.3, a). 

Le cycle des contraintes variables est défini par 

1) la contrainte de valeur algébrique maximale du cycle o,., ; 

2) la contrainte de valeur algébrique minimale 0, ; 

3) la contrainte moyenne du cycle 


moy = (Omax * Omin)/2- (XIL.1) 


Cette dernière est constante dans le temps (positive ou négative) ; 
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Fig. XII.3 


4) l'amplitude des contraintes du cycle 
On = (Onax — Omin)/2: (XIL.2) 


L’amplitude des contraintes est la valeur maximale positive de la com- 
posante variable du cycle ; 
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S) le coefficient d’asymétrie 
R,= 0 


lo (XIL.3) 


Les cycles de mêmes valeurs de R sont dits semblables. 
Les formules (XII.1), (XII.2), ainsi que la figure XII.3, impliquent que 


Omax = moy + Va? (XII.4) 
Omin = moy — Va’ (XILS) 
Dans le cas où o,,, = —0,,, on a un cycle symétrique (fig. XII.3, b). 


Alors, 


moy = À 0, = 0, R= —I. 


Le cycle visualisé sur la figure XII.3, c est dit pulsatoire à partir du 
zéro. On a, alors, 
= 0, o = 6/2, R = 0. 


La contrainte statique constante (fig. XII.3, d) peut être envisagée 
comme un cas particulier de la contrainte statique variable à caractéristi- 
ques 


= 9/2, a 


moy a 


Ormax = Cr Omin — 2» moy = 2 0 = 0, R= +1. 


Tout cycle asymétrique peut être représenté comme la somme d’un 
cycle symétrique à contrainte maximale, égale à l’amplitude du cycle 
donné, et d’une contrainte constante égale à la contrainte moyenne du 
cycle donné (fig. XII.3, a). Tous les termes et relations mentionnés restent 
valables pour le cas des contraintes tangentielles variables si o est remplacé 
par 7. 


\ 


$ 100. Courbe de Wôhler du cycle symétrique. 
Limite d’endurance 


Pour le calcul de la résistance sous l’action des charges alternatives, il 
faut connaître les caractéristiques mécaniques du matériau. Elles sont 
déterminées par essais de fatigue des éprouvettes sur des machines spécia- 
les. Le plus simple et le plus usité est celui qui consiste à soumettre les 
éprouvettes à un cycle de coritraintes symétrique. Le schéma de principe de 
la machine pour les essais par la flexion est représenté sur la figure XII.4. 

L’éprouvette / est serrée dans la douille 2 de la broche de la machine, 
qui tourne à une certaine vitesse angulaire. L’extrémité de l’éprouvette 
porte un roulement à billes 3 qui transmet la force F de direction perma- 
nente. On voit sans peine que l’éprouvette subit l’action de la flexion à 
cycle symétrique. En effet, le point À le plus dangereux de la section 7—7 
de l’éprouvette subit la contrainte de traction o, la console étant fléchie la 
convexité en haut. Pourtant, une fois que l’éprouvette fait demi-tour, le 
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point À se retrouve en bas dans la zone comprimée, et la contrainte qu’il 
supporte devient égale à — o. Après le demi-tour suivant le point À revient 
en haut, etc. Lorsque À passe par l’axe neutre, la contrainte que subit le 
point est nulle. 

Voici l’ordre de l’essai auquel on soumet 10 éprouvettes identiques, 
généralement de 6 à 10 mm de diamètre, à surface polie. La première 
d’entre elles est soumise à une contrainte importante o, pour assurer sa rup- 
ture en un nombre N, relativement peu grand de tours (cycles). Il s’agit, en 
l'occurrence, de la contrainte maximale du cycle subie par le point de la 
section le plus sollicité. On sait qu’en flexion la contrainte maximale est 
engendrée aux points extrêmes de la section ; elle se calcule d’après la for- 
mule 0, = M,/W,. Les résultats enregistrés sont portés sur un dia- 
gramme en coordonnées o,., et N (fig. XII.S). 


M NW, 
Fig. XII.4 Fig. XII.S 


Après l’essai subi par la première éprouvette, on marque sur le dia- 
gramme le point À dont les coordonnées sont N, et o, (ou, simplement, 
O)). 

Ensuite, on traite la deuxième éprouvette en lui appliquant une con- 
trainte o, légèrement plus faible. Naturellement, elle subit la rupture après 
un nombre de cycles plus grand N,. On porte donc sur le diagramme le 
point B de coordonnées N, et o, etc. 

Après avoir traité toutes les éprouvettes, on raccorde les points À, B, C, 
etc. obtenus par une ligne régulière qui porte le nom de la courbe de fatigue 
ou courbe de Wôhler. Cette courbe a cette particularité qu’à partir d’une 
certaine contrainte elle devient pratiquement horizontale (tronçon CD). 
Ceci signifie que sous une contrainte définie o _, l’éprouvette peut subir un 
nombre infiniment grand de cycles sans se rompre. Les essais à la tempéra- 
ture ambiante avec des éprouvettes en acier montrent que si la rupture de 
l’éprouvette n’est pas survenue jusqu’à N = 107? cycles (ce qui dure à peu 
près 54 h à la vitesse de 3000 tr/mn), l’éprouvette ne sera pas non plus rom- 
pue par un essai de plus grande durée. 

La durée maximale de l’essai de fatigue donnée au préalable se nomme 
base de l'essai. 
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Dans les conditions ordinaires la base de l’essai pour les éprouvettes en 
acier est de 10 millions de cycles. 

La contrainte du cycle, maximale en valeur absolue, pour laquelle la 
rupture de fatigue ne survient pas jusqu’à la base de l’essai s’appelle limite 
d'endurance o,. Pour des cycles symétriques R = — 1, ce qui fait que la 
limite d’endurance est notée o _,. Pour les pièces dont le service dure peu, 
on introduit la notion de limite d'endurance conventionnelle, comme con- 
trainte maximale en valeur absolue du cycle, qui correspond au nombre de 
cycles donné, inférieur au nombre de base. 

D'une façon analogue, mais sur d’autres machines, on réalise des essais 
et établit les limites d’endurance sous l’action des forces axiales (a _,), de la 
torsion (7 _,) et des déformations composées. 

Actuellement, la limite d'endurance est établie pour de nombreux maté- 
riaux et ses valeurs sont données par les ouvrages de référence. D’après ces 
données, dans le cas du cycle symétrique, la limite d'endurance de la plu- 
part des métaux est inférieure à la limite d'écoulement. 


$ 101. Diagramme des contraintes limites et des 
amplitudes du cycle 


Pour déterminer la limite d'endurance sous l’action des cycles asymétri- 
ques des contraintes, on construit des diagrammes de types divers. Les plus 
usités sont 

1) les diagrammes des contraintes limites du cycle en coordonnées a... 
et Onoy ? 

2) les diagrammes des amplitudes limites du cycle en coordonnées 0, et 
moy 

Examinons ces diagrammes. Dans ceux du premier type, la contrainte 
limite qui correspond à la limite d’endurance est portée en verticale, la con- 
trainte moyenne, en horizontale (fig. XII.6). 

Au début, on marque sur l’axe o... le point C dont l’ordonne est la 
limite d’endurance d’un cycle symétrique o_, (pour le cycle symétrique la 
contrainte moyenne est nulle). Ensuite, on détermine par expérience la 
limite d'endurance pour une charge asymétrique quelconque, par exemple 
pour o,, dont la contrainte est toujours la double de la moyenne. 

On porte sur le diagramme le point P dont l’ordonnée est la limite 
d'endurance du cycle de a,. 

Pour de nombreux matériaux o _, et a, sont établies et leurs valeurs sont 
données par les ouvrages de référence. 

D'une façon analogue, on détermine par expérience la limite d’endu- 
rance pour les cycles asymétriques à d’autres paramètres. 

Les résultats sont portés sur le diagramme sous forme de points À, B, 
etc., dont les ordonnées sont les limites d’endurance des cycles correspon- 
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dants. Le point D qui repose également sur la bissectrice OD caractérise la 
contrainte limite (la charge de rupture) sous charge constante pour laquelle 
Omax = moy 

La limite d'écoulement 0, étant également dangereuse pour les maté- 
rlaux plastiques, on porte sur le diagramme la ligne horizontale KL dont 
l’ordonnée est s,. (Pour les matériaux plastiques dont le diagramme de 
traction ne possède pas de palier d'écoulement, le rôle de o, est assumé par 
la limite d'écoulement conventionnelle , ..) Par conséquent, le diagramme 
des contraintes limites prend finalement la forme CAPKL. 


Fig. XII.6 


Ordinairement, pour simplifier ce diagramme on le remplace par deux 
droites CM et ML, la droite CM étant menée par le point C, qui correspond 
au cycle symétrique, et le point P qui correspond au cycle de o,. 

La méthode indiquée de schématisation du diagramme des contraintes 
limites est proposée par S. Serensen et R. Kinassochvili. 

Dans les limites de la droite CM la contrainte limite du cycle (la limite 
d’endurance) est exprimée dans ce cas par l’équation 


Onax = 0-1 + 2 nos = 0 1 + (1 — Von (XIL.6) 

ou 
Ca = Omax — moy — 2-1 — VoOmoy» (XIL.7) 

où 
Ÿ, = (20_, — 00)/05- (XIL.8) 


ÿŸ, s’appelle coefficient de sensibilité du matériau à l’asymétrie du cycle. 
Les valeurs de #, et, d’une façon analogue, celles du coefficient de torsion 
Ÿ, = (27_, — ro)/rQ Sont consignées sur le tableau XII.1. 
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Tableau XII. 1 


| CAE MPa 
Coefficients 
Ÿ : (flexion, 
traction, 
compression) 0 0 0,05 0,10 0,20 
Ÿ, (torsion) 0 0 0 0,05 0,10 


Pour construire le diagramme des amplitudes limites du cycle, on porte 
en axe vertical l’amplitude des contraintes, et en axe horizontal, la con- 
trainte moyenne o,,., (fig. XII.7). 


Fig. XII.7 


Le point À du diagramme correspond à la limite d'endurance sous 
l’action d’un cycle asymétrique, du fait que dans ce cas a, = 0. 

Le point B correspond à la charge de rupture sous une contrainte cons- 
tante, étant donné que dans ces conditions o, = 0. 

Le point C correspond à la limite d’endurance pour le cycle de o, puis- 
que 0, = Omoy- 

Les autres points du diagramme correspondent aux rapports différents 
entre 0, EL Omoy- 

En tout point de la courbe limite ACB la somme des coordonnées 
donne la limite d'endurance pour la contrainte moyenne donnée du cycle 
[cf. la formule (XII.4)] : 


= U ES U u 
OR = Omax — © moy + Oà- 


Pour les matériaux plastiques la contrainte limite ne doit pas dépasser la 


limite d'écoulement o, + 0, < 04. C’est pourquoi sur le diagramme des 
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contraintes limites on porte la droite DE établie d’après l’équation 
0, + Omoy — Ve: 

Le diagramme des contraintes limites définitif est de la forme AKD. 

Dans la pratique, on utilise ordinairement le diagramme approché 
Ca — Omoy dressé d’après trois points 4, C et D et composé de deux 
tronçons rectilignes AL et LD (méthode de Serensen-Kinassochvili). Le 
point L s’obtient par intersection des droites DE et AC. 

Le calcul d’après les diagrammes des contraintes limites et les diagram- 
mes des amplitudes limites du cycle, les procédés d’approximation étant les 
mêmes, donne le même résultat. 


$ 102. Facteurs intervenant dans la limite 
d'endurance 


Les expériences montrent que la limite d'endurance est sensiblement 
influencée par la concentration des contraintes, les dimensions des sections 
droites des pièces, l’état de surface, le caractère du traitement, etc. 

Examinons ces facteurs de plus près. 

Concentration des contraintes. Les modifications brusques de la forme 
de la pièce, les trous, les gorges, les entailles, etc. diminuent sensiblement la 
limite d'endurance par rapport à celle des éprouvettes cylindriques lisses. 

Cette diminution est prise en compte par le coefficient efficace de con- 
centration des contraintes établi par voie expérimentale. A cet effet, on 
prend deux séries d’éprouvettes identiques (de 10 pièces chacune), les pre- 
mières étant sans concentrateurs des contraintes, et les deuxièmes compor- 
tant de tels concentrateurs, puis on détermine pour un cycle symétrique les 
limites d'endurance des éprouvettes sans concentrateurs o _, et avec de tels 
concentrateurs o_,,. Le rapport 


K,=0o_,/0_% (XII.9) 


détermine le coefficient efficace de concentration des contraintes. Les 
expériences montrent que ce coefficient diffère de sa valeur théorique «,, *, 
le premier dépendant non seulement de la forme de la pièce, mais aussi du 
matériau. 

Les valeurs de X, sont fournies par les ouvrages de référence. A titre 
d'exemple, la figure XII.8 donne les valeurs du coefficient de concentra- 
tion pour la flexion des arbres à gradins à rapport D/d = 2, à raccorde- 
ment par congé de rayon r. Ces données sont obtenues par les essais sur des 
éprouvettes de d = 30 à 50 mm en aciers à charge de rupture o, = 500 et 


* Les valeurs du coefficient théorique sont établies soit théoriquement (par la méthode de 
la théorie de l’élasticité), soit expérimentalement par comparaison des charges de rupture pour 
des éprouvettes en matériaux très fragiles sans concentration et avec concentration des con- 
traintes. 
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1200 MPa. La courbe du coefficient de concentration théorique «, est por- 
tée sur ce même diagramme en pointillé. 

La figure XII.9 donne les valeurs des coefficients æ, et X, pour la tor- 
sion, et la figure XII.10, pour la traction-compression. Pour les coeffi- 


NE 
NEITT 
EE 


(] af 2 03 r/d 
Fig. XI1.8 Fig. XII.9 


cients de concentration des contraintes avec d’autres rapports D/4, il faut 
employer la formule 


K = 1 + E[K)o — 1}, (XIL.10) 


où (X°,), est le coefficient efficace de concentration des contraintes qui cor- 
respond au rapport D/d = 2 ; £, le coefficient de correction déterminé 


0 O1 02 03 0% 05 Gér/d 


Fig. XIL.10 Fig. XIL.11 


d’après la figure XI1.11, la courbe 7 donnant la valeur de £ en flexion, et la 


courbe 2, en torsion. 
Ci-dessous sont données les valeurs de K° et K, pour les arbres à rainu- 


res de clavette (une ou deux) 


8,, MPa 500 750 1000 
K, 1,5 1,75 2,0 

o,, MPa 600 700 800 900 1000 
K 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 


Lé 
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Dans les cas où les données empiriques relatives au coefficient de con- 
centration des contraintes ne sont pas disponibles, alors que les valeurs du 
coefficient théorique sont connues, pour calculer K°, on peut utiliser la for- 
mule empirique suivante : K°, = 1 + q(a, — 1), où g est ce qu’on appelle 
le coefficient de susceptibilité du matériau à l’entaille q = (K, — 1)/(œ, — 
— 1). Pour les aciers alliés à haute résistance la valeur de g est proche de 1. 
Pour les aciers de construction en moyenne g = 0,6 à 0,8. les aciers plus 
résistants possédant des g de plus grande valeur. Pour la fonte grise q est 
presque nul. Autrement dit, la fonte grise est insensible à la concentration 
des contraintes. Des données plus détaillées sur la valeur de q des aciers 
sont données par la figure XII.12. 


0 
400 600 600 N006,, MPa 
Fig. XI1.12 


Dimensions absolues de la section droite de la pièce. D’après les expé- 
riences, plus ces dimensions sont grandes, plus la limite d'endurance est 
faible. Le quotient de la limite d’endurance de la pièce de diamètre d par la 
limite d’endurance de l’éprouvette de laboratoire de diamètre d, = 6 à 
10 mm s’appelle coefficient d'influence des dimensions absolues de la sec- 
tion droite (facteur de similitude) pour les contraintes normales : 
Ky = (G_;)# (_ 1) 

Les coefficients d’influence des dimensions absolues de la section peu- 
vent également être déterminés en traitant des éprouvettes à concentrateurs 
des contraintes. Dans ce cas, 


K, = (o_ 4/0 - 1& do” 


La pièce de dimension d, tout comme l’éprouvette de dimension d, doit 
alors avoir une configuration géométriquement semblable. 

La figure XII.13 représente le graphique des valeurs de Æ,. La courbe j 
correspond à une pièce en acier à carbone sans concentrateurs ; la courbe 
2, à une pièce en acier allié en l’absence des concentrateurs et en acier à car- 
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bone, qui en comporte ; la courbe 3, à une pièce en acier allié en présence 
des concentrateurs ; la courbe 4, à un acier quelconque et à forte concen- 
tration des contraintes (par exemple, sous forme d’entaille). 

Les données expérimentales sur les coefficients K', (torsion) étant insuf- 
fisantes, on peut adopter approximativement K, = K,. Il convient de 
noter que les données empiriques sur la détermination de K’, sont encore 
insuffisantes. 

Etat de surface et consolidation de la couche superficielle. Les expérien- 
ces montrent qu’un fraitement superficiel grossier de la pièce diminue la 
limite d'endurance. L'influence de l’état de surface est associée à la modifi- 
cation de la microgéométrie (rugosité) et à l’état du métal de la couche 
superficielle, ce qui à son tour dépend du mode d’usinage. 

Pour évaluer l’influence de l’état de surface sur la limite d'endurance, 
on introduit le coefficient K. appelé coefficient d’influence de la rugosité, 
égal au rapport de la limite d’endurance de l’éprouvette à rugosité donnée 
(o _,,) à la limite d’endurance de l’éprouvette à l’état de surface pas plus 
rugueux que R, = 0,32 : 


Ke = 0_3ny/0_j: 


La figure XII.14 représente le graphique des valeurs de K. en fonction 
de la charge de rupture o, de l’acier et du mode d’usinage de la surface. Les 
courbes correspondent aux modes d’usinage suivants : /, polissage ; 2, rec- 
tification ; 3, tournage fin ; 4, tournage grossier ; 5, présence de la cala- 
mine. 


Ka 
40 


02 
# 20 J0 40 60 #0 20 400 600 800 7000 7200 
a,mm 6, MPa 


Fig. XIL.13 Fig. XIL.14 


Les divers modes de consolidation superficielle (écrouissage, cimenta- 
tion, nitruration, trempe superficielle aux courants HF, etc.) augmentent 
sensiblement la limite d'endurance. Ceci est pris en compte par l’introduc- 
tion du coefficient d’influence de la consolidation superficielle A. Cette 
dernière permet de rendre 2 ou 3 fois plus forte la résistance à la fatigue 
pour les pièces des machines. Les valeurs du coefficient K, sont fournies 
par les ouvrages de référence. 
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$ 103. Coefficient de sécurité dans le cycle symétrique 


L'influence commune des facteurs dénombrés fait que pour une pièce la 
limite d'endurance est inférieure à celle d’une éprouvette de laboratoire. 
Dans le cas des pièces elle se calcule donc d’après l’expression 


(o_wdy = 0_1KuKr/K (XIL.11) 


En connaissant la contrainte maximale subie par la pièce dans un cycle 
symétrique, on peut trouver le coefficient de sécurité vis-à-vis de la fatigue 


n, = (0_y)#/0 max [XIH.12] 
D'une façon analogue, on calcule le coefficient de sécurité à la torsion 
n, = (T7 y) Tax (XI1.13) 


Dans le cas d’une contrainte composée le coefficient de sécurité se cal- 
cule ordinairement d’après la formule [IX.43] : 


n=nn/Nni+ ni, 


où n, et n, sont déterminés par les formules [XII.12] et (XII. 13). 


$ 104. Coefficient de sécurité dans le cycle asymétrique 


Le calcul des contraintes dans un cycle asymétrique est guidé par le dia- 
gramme simplifié CML des contraintes limites de l’éprouvette (cf. 
fig. XII.6 et XII.15). 

En se guidant par la concentration des contraintes, l’influence des 
dimensions absolues de la section droite et l’état de surface, on construit le 
diagramme des contraintes limites de la pièce. Conformément aux données 
des expériences l’influence des facteurs mentionnés est associée seulement à 
la composante variable du cycle, c’est-à-dire à l’amplitude o.. Pour une 
éprouvette l’amplitude limite des contraintes se détermine d’après la for- 
mule (XII.7) 

Ga = has dy = Ci V0: (XII. 14) 


Ce qui vient d’être dit fait que pour une pièce l’amplitude limite des 
contraintes s’écrit 


(ua = SaKaKr/K, = (1 — V0mo)KaKr/K,- (XI1.15) 


Pour la pièce l’équation de la ligne des contraintes limites EN 
(fig. XII.15) devient 


Gala = Ca + Onoy = O1 = Von NKKr/ Ke) + Gnoye @ILL16) 


Ici les coordonnées primées désignent les coordonnées courantes. 
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Calculons maintenant le coefficient de sécurité de la pièce soumise aux 
contraintes variables ©... et Co (point R du diagramme, fig. XII.15). 

Supposons qu’avec l’augmentation de la charge subie par la pièce le 
quotient 0,,;/0m07 = COnst. Une telle sollicitation est dite simple. Dans ce 
cas, le point limite qui correspond à la rupture est S. 


Fig. XII.15 


Le coefficient de sécurité est égal au rapport des segments SS ” et RR” 
n, = SS’/RR° = (op})ÿ/O max: (XIIL.17) 


La quantité (o,,), (ordonnée au point S) s’obtient par résolution com- 
mune des équations de la ligne EN et de la ligne OS. L’équation de cette 
dernière est de la forme 


max 


= OC nax0 mov/0 (XII.18) 


max” moy’ ” moy 


(les coordonnées primées sont les coordonnées courantes). 
En égalant les deuxièmes membres des formules (XII.16) et (XII.18), on 
obtient 


(o_, — Ÿ 00 moy)(KaK Fr’ K,) + moy nu Omax7 moy” moy? 


; K o K 
0 = _ — 7 + Max _ g : 
moy — 9- / (+. KoKp  Omoy KaKr ) 
En portant la valeur de Omoy dans la formule (XII.16) ou (XII.18), on 
trouve l’ordonnée du point S: 
(oRka = 0-10 max l0K / KKF) + VO moy): (XII.19) 


Donc, en vertu de la formule (XII.17), on obtient pour le coefficient de 
sécurité la relation définitive suivante : 


an, = 0_1/{0,K,/KyKy) + VO moy]. [XIL.20] 


d’où 


308 


D'une façon analogue, pour la torsion 
n,=T_j/{7,K,/(KOKE) + V,T [XIL.21] 


Dans le cas d’un état de contrainte composé engendré, par exemple, par 
la torsion avec flexion, le coefficient de sécurité se calcule d’après [IX.43] : 


2 Nn2 2 
n=nnNni+n:, 


et les valeurs de n, et n,, d’après [XII.20] et [XII.21]. 

En plus du coefficient de sécurité par rapport à la résistance à la fati- 
gue, il faut encore calculer le coefficient de sécurité par rapport à la résis- 
tance aux déformations plastiques, le point S pouvant se trouver au-dessus 
de la ligne ML. Ce coefficient de sécurité est déterminé par les formules 

N, = O/Omax = 04/0, + © (XI1.22) 
TU PE À (XI1.23) 


T 


v) j 


me 


Le coefficient de sécurité de calcul (réel) est celui qui est le plus petit de 
ceux établis d’après les formules [XI1.20] ou (XII.22), ou encore, dans le 
cas de la torsion, respectivement d’après [XII.21] ou (XI1.23). Pour le cal- 
* cul à la flexion avec torsion, dans la formule du coefficient de sécurité 
général il convient de porter la plus petite des valeurs n, et n, calculées 
comme on vient de l’indiquer. 


$ 105. Mesures pratiques pour l’amelioration 
de la résistance à la fatigue 


Dans la conception des pièces soumises à des contraintes variables, il est 
recommandé de prendre les mesures suivantes pour améliorer la résistance 
à la fatigue : 

1. Employer des matériaux homogènes à grains fins, privés de concen- 
trateurs des contraintes internes (criques, bulles de gaz, inclusions non 
métalliques, etc.). 


En < 


Fig. XII.16 Fig. XIL.17 


! T 5 4kN-m 


M= JSXN-m 


2. Prévoir des configurations des pièces, qui réduiraient la concentra- 
tion des contraintes. Il faut exclure les raccords entre les dimensions diffé- 
rentes sans courbes de congé. Dans certains cas, il est recommandé d’éta- 
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blir des entailles de décharge spéciales, appelées déconcentrateurs des con- 
traintes. Aussi, si au droit d’un raccord brusque on réalise dans la partie 
plus grosse de la pièce un congé progressif (fig. XII.16), les contraintes 
locales deviennent sensiblement plus faibles. 

3. Assurer un traitement superficiel soigneux, y compris le polissage, 
pour éliminer les stries les plus infimes susceptibles d’amorcer une crique 
de fatigue. 

4. Appliquer des méthodes spéciales d'amélioration de la résistance à la 
fatigue (consolidation superficielle, sollicitation des pièces par des charges 
élevées de courte durée, etc.). 

La consolidation superficielle par écrouissage permet d’augmenter à 
elle seule de 2 à 3 fois, avec des frais négligeables, la durée de service des 
pièces. Ceci est équivalent à doubler ou à tripler les objets fabriqués. Cet 
exemple rend clair l’énorme effet économique que peuvent assurer une con- 
ception et une technologie convenables des pièces de machines. 


Exemple XII.1. Calculer à la fatigue un arbre à congé 7 = 5 mm (fig. XI1.17). Sa section 
droite subit l’action du moment fléchissant M = 3 kN:m ; le moment de, torsion T = 
= 4 kKN-m. Le matériau de l'arbre : acier 45 ; o, = 610 MPa ; o, = 360 MPa ; o_, = 
= 250 MPa ; 7, = 210 MPa ; r_, = 150 MPa. 

La surface de l’arbre est rectifiée, le coefficient d’influence de la rugosité de la surface est 
donc X, = 0,92 (cf. fig. XII.14). 

Admettre que la contrainte de flexion varie suivant un cycle symétrique, et celle de torsion, 
suivant un cycle partant de zéro. 

Solution. Calculons les contraintes nominales 


= M/W, = 3-107?/(0,1-9?-107*) = 41,1 MPa ; 
= T/W, = 4 10 -?/(0,2- 92-10 -%) = 27,5 MPa. 


Ornax 
Tmax 
Cherchons les amplitudes et les contraintes moyennes du cycle : Boy = 0; 0, = 
= 41,1 MPa TR = Ta — 13,85 MPa. 

Déterminons les coefficients de concentration des contraintes. D’après le graphique de 
la figure XII.8 avec r/d = 5/90 = 0,055 et D/d = 2ona (K Joy = 1,8. Compte tenu que, 
dans notre cas, D/d = 100/90 = 1,11 et en utilisant le graphique de la figure XII.11, trou- 
vons le coefficient de correction £ = 0,7. Alors, la formule (XI1.10) donne 


K = 1 + 0,7(1,8 — 1) = 1,56. 


D'après la figure XI1.13 (courbe / ) pour un arbre de d = 90 mm le coefficient d’influence 
des dimensions absolues K 4 = 0,70. 

Calculons le coefficient de concentration des contraintes en torsion. Le graphique (cf. 
fig. XI1.9) avec r/d = 0,055 et D/d = 2 amène (Ko = 1,4. 

Compte tenu que dans notre cas D/d = 1,11, trouvons d’après le graphique (cf. 
fig. XIL.11) le coefficient de correction £ = 0,58 (suivant la courbe 2). Alors, la formule 
(XII.10) conduit à 


K, = 1 + 0,58(1,4 — 1) = 1,23. 


Adoptons pour la torsion le même coefficient d’influence des dimensions absolues qu’en 
flexion :'K, = 0,70. 
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Calculons le coefficient de sécurité : 
a) d’après la limite d'endurance : 


a: : 


= —— 
7 K'o,/(K,K}) + V9 moy 
250 
EE — 2 S4 
1,56: 41,1/(0,70- 0,92) + 0 
Ts) 


dE 
Kr/K KE) + VT 


moy 
150 
5e 
1,23- 13,85/(0,70- 0,92) + 0 
nn 2,54: 5,75 
NE TT DS 


Vn+n2  V2,542 + 5,75? 


b) d’après la limite d'écoulement : 
n: = 0/0, = 360/41,1 = 8,7; n° = Ty/T ax = 210/27,5 = 7,65 ; 


o 
n° = 8,7-7,65/V8,72 + 7,652 = 5,7. 


Nous voyons que le coefficient de sécurité minimal correspond à la limite d'endurance 
n = 2,35. Il convient de le comparer avec le coefficient de sécurité normalisé n,,, dont la 
valeur est établie en appliquant les indications du $ 11. 

En admettant que la précision de la détermination des contraintes est moyenne, on peut 
retenir n, = 1,3 ; en supposant que le niveau technologique est usuel, le degré d’homogénéité 
du matériau et les dimensions de la pièce sont moyens, adoptons nr, = 1,5. Convenons que le 
degré de responsabilité est moyen et prenons n, = 1,3. Alors, le coefficient de sécurité nor- 
malisé total s'écrit 

Ridm = 1+3°1,5°1,3 = 2,53. 


Ainsi, dans l'exemple considéré le coefficient de sécurité réel (#7 = 2,35) est un peu infé- 
rieur à celui établi par les normes ; il faut donc soit augmenter le diamètre, soit employer un 
acier plus résistant. 


CHAPITRE XIII 


RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 
AUX DÉFORMATIONS PLASTIQUES 


$ 106. Modèles de calcul du matériau élasto-plastique 


Jusque-là pour composer les équations de calcul nous avons appliqué la 
loi de Hooke. Les diagrammes de traction (compression) montrent que la 
loi de Hooke n’est valable que tant que les contraintes ne dépassent pas la 
limite de proportionnalité. En admettant une certaine imprécision, nous 
avons utilisé la loi de Hooke jusqu’à des contraintes égales à la limite 
d'écoulement. Pourtant, pour une pièce, atteindre cette limite en un certain 
point, bien que le plus dangereux, n’entraîne pas encore la rupture ou des 
déformations qui rendraiïent impossible son service ultérieur. Les déforma- 
tions plastiques font travailler des parties peu sollicitées du matériau, ce qui 
rend possible l’augmentation de la charge admissible de la construction. 

Là déformation plastique de 0,2 % admise en établissant la limite 
d’écoulement, n’est pas une limite et dans de nombreux cas elle peut être 
augmentée. 

Pour réaliser des calculs qui rendraient compte des déformations plasti- 
ques du matériau, il faut établir la relation entre les contraintes et les défor- 
mations (dresser le diagramme o—Ee). Ce diagramme doit être simple au 
possible, tout en traduisant les propriétés principales du matériau. 

Les diagrammes o—Ee réels peuvent être rangés suivant trois types 
(fig. XIII. 1) : 

a) diagramme de la figure XIII.1, a, caractéristique des matériaux fragi- 
les (fonte, fonderie fragile) ; 

b) diagramme à palier d'écoulement bien marqué des matériaux très 
plastiques (aciers à bas carbone) (fig. XIII.1, b) ; 

c) diagramme de ia figure XIII.1,c, caractéristique de l’acier à plasticité 
faible ou moyenne, ainsi que des métaux non ferreux et de leurs alliages à 
plasticité aussi bien moyenne qu'’élevée. 

Pour les matériaux fragiles, les écarts de la loi de Hooke sont relative- 
ment peu grands et en calculant les pièces en tels matériaux, on peut ne pas 
tenir compte de leurs déformations plastiques ; ces dernières étant très fai- 
bles, on admet que, jusqu’à la rupture, la loi de Hooke est observée 
(fig. XIII.1, d). 
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Pour le calcul des pièces en matériaux très plastiques (fig. XIII.1, b), le 
diagramme adopté rendant compte de leurs déformations est celui de la 
figure XIII.1, e, c’est-à-dire que la consolidation du matériau n’est pas 
prise en considération du fait que les contraintes égales à la limite d’écoule- 
ment engendrent des déformations plastiques importantes et des déplace- 
ments de grande valeur, qui rendent impossible le service ultérieur de la 
pièce. Il arrive qu’on emploie le diagramme OCB encore plus simple (dia- 
gramme de Prandtl), c’est-à-dire on admet que le matériau est parfaitement 
plastique. Sous cette hypothèse bien simple sur les propriétés du matériau, 
il devient possible de résoudre les problèmes les plus compliqués de la plas- 
ticité, ceux de l’état de contrainte composé, des systèmes hyperstatiques. 


b) c) 


S 
m 


Fig. XIIL.1 


Dans ce qui suit, nous résoudrons les problèmes les plus simples en 
appliquant les diagrammes de ce type. 

Pour les matériaux de plasticité moyenne, le diagramme de calcul des 
déformations plastiques est représenté sur la figure XIII.1, f. Il rend 
compte de la consolidation du matériau. 

On admet que jusqu’au point L le matériau se déforme suivant la loi de 
Hooke, après le point L sa déformation devient plastique (droite LM). 
Certaines recherches sont réalisées en appliquant le diagramme OKM 
(matériaux plastiques rigides). 

Il convient de noter que dans le domaine des déformations plastiques 
les lois de charge et de décharge diffèrent, la loi de charge étant non 
linéaire, alors que celle de décharge est toujours linéaire. Sur la figure 
XIII.1, e la loi de charge est caractérisée par la ligne OAB, Ia loi de 
décharge, par la ligne BE toujours parallèle à OA. La déformation com- 
plète OD se compose de deux parties, plastique OE et élastique ED, qui dis- 
paraït avec la suppression de la charge. 


313 


Il faut également noter que l’étude des déformations plastiques, tout 
comme celle des déformations élastiques, doit envisager deux cas : 

1) déformations faibles, petites devant les dimensions des corps sollici- 
tés ; 

2) déformations fortes, lorsqu’il n’est pas permis de négliger les change- 
ments des dimensions des corps et les distances entre les points d’applica- 
tion des forces, etc. 

Dans ce qui suit, nous examinerons les déformations plastiques faibles. 
Nous ne considérerons également que des charges statiques, appliquées une 
seule fois, étant donné que sous l’action des charges répétées, il faut déter- 
miner les déformations plastiques produites dans la pièce par chaque solli- 
citation nouvelle. Pour ce qui est des pièces soumises aux sollicitations 
périodiques, elles doivent être calculées à la fatigue. 


$ 107. Calcul des systèmes hyperstatiques 
sollicités à la traction-compression 
compte tenu de la plasticité du matériau 


Considérons l’exemple XI.11 du $ 20 (fig. XIII.2). En le résolvant sous 
l'hypothèse que les déformations sont élastiques, c’est-à-dire que les con- 
traintes ne dépassent pas la limite de proportionnalité, nous avons 


N=N;=04F; N,=0,2F. 


L’aire de la section droite des barres étant la même, la contrainte subie 
par les barres extrêmes o, = a, = 0,4F/A est deux fois plus grande que la 


Fig. XIIL.2 


moyenne 0, = 0,2F/A. La charge dangereuse * F, est déterminée en éga- 
lant les contraintes dans les barres extrêmes à la limite d’écoulement : 


F, = 0,A/0,4 = 2,5 0,4. (XIIL.1) 


* Dans le calcul d’après l’état élastique on considère comme dangereuse la charge à 
laquelle, ne serait-ce que dans une seule barre, les contraintes atteignent la limite d’écoule- 
ment. Certes, le terme « dangereuse » est adopté par convention. 
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En admettant que la plasticité du matériau est parfaite, cherchons 
maintenant comment se comporte le système avec l’augmentation de la 
charge (cf. fig. XIII.1,e). 

Malgré l’accroissement de la charge, les efforts dans les barres extrêmes 
n’augmentent pas en restant égaux à 0,4. Quant à l’effort dans la barre du 
milieu, il augmente tant que les contraintes qui la sollicitent n’atteignent la 
limite d'écoulement. Une fois que dans toutes les trois barres les efforts 
deviennent égaux à 0,4, le pouvoir portant du système se trouve épuisé. 
Ses conditions d’équilibre à l’état limite amènent 


F, = 30,A. (XIIL.2) 


En comparant cette expression avec (XIII.1), on voit que, compte tenu 
de la plasticité du matériau, la charge limite obtenue est plus grande que la 
charge dangereuse définie par le calcul d’après l’état élastique. 

Considérons maintenant le système représenté sur la figure XIII.3. En 
calculant les efforts dans ses barres lors du travail du matériau au stade 


No M ON 


Fig. XIIL.3 


élastique, on établit sans peine que la barre la plus chargée est celle du 
milieu (résolvez ce problème vous-mêmes). La limite d’écoulement du 
matériau de cette barre détermine précisément la charge dangereuse du 


système 
: F, = o,A(2 cos'a + 1). 


Pour calculer ce système compte tenu des déformations plastiques, il 
faut adopter comme état limite un état pour lequel les contraintes suppor- 
tées par les trois barres atteignent la limite d'écoulement, et les efforts, la 
quantité 0,4. 

Les conditions d’équilibre de la partie rejetée permettent d'obtenir 


EY = 0; o,A + 2,c0s a = F,. 
La charge limite calculée est 
F, = 0A(2cosa+1)>F,. 


Il s'ensuit que si l’on tient compte des déformations plastiques, la 
charge limite d’un système hyperstatique est plus grande que celle définie 
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par le calcul d'après l’état élastique. Sous l’action des charges statiques ceci 
permet également d’augmenter dans des cas déterminés la charge admissi- 
ble 

Fi a F/N adm 


Or, en calculant d’après l’état élastique, on a 
Fam Fr Fe/n 4m 


Le rarport des charges admissibles calculées par les deux méthodes 
indiquées n’est pas égal au rapport F,/F,, le coefficient de sécurité nu, 
étant adopté, en règle générale, plus grand de 15 à 20 % que n,,.. Ainsi, 
lorsqu’on passe au calcul rendant compte des déformations plastiques, le 
gain en charge admissible (ou en poids du matériau dans le calcul d’étude) 
est quelque peu inférieur à celui qui se présente à première vue, lorsqu'on 
compte les charges dangereuse F, et limite F. 

Il convient de noter que pour un système isostatique dont les éléments 
travaillent à la traction (compression), les valeurs de F, et F, coïncident. 


, 


$ 108. Torsion plastique d’une barre de section circulaire 


Dans le cas de la torsion élastique d’une barre de section circulaire (cf. 
$ 36), les contraintes maximales aux points du contour de la section sont 


) 


a) 


© 


Fig. XIIL.4 


déterminées par la formule 
Tmax = T/W,. (XIII.3) 
Le moment de torsion dangereux s’obtient à partir de la condition 


que les contraintes maximales sont égales à la limite d’écoulement 
(fig. XIIL.4, a) : 


T, = 1W, = txd3/16 = 1,0,2d?. (XIIL.4) 


Or, pour un matériau plastique, ce moment n’est pas une limite. L’aug- 
mentation du moment de torsion peut se poursuivre par suite de la crois- 
sance des contraintes aux points intérieurs moins chargés de la section. 
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L'état limite d’un matériau plastique parfait est celui où les contraintes 
en tous les points de la section deviennent égales à la limite d'écoulement 
(fig. XIII.4, b). | 

Composons l’expression du moment de torsion limite en tant que 
moment résultant des forces tangentielles intérieures engendrées dans la 
section à l’état limite 


T, = | radAo. (XIIL.S) 
A 

Etant donné que dA = 2rpdp (l’aire de l’anneau élémentaire, 

fig. XIII.4, c), il vient 


T, = 2x7, { p*do (XIIL.6) 
0 
ou 
T, = 2/3 ANT, = D. piTe- (XII1.7) 
Ici 
W, à = 2/3 xr° = rd°?/12. [XIHIL.8] 


La quantité W, s’appelle nomment plastique de résistance à la torsion. 

En comparant les formules (XIII.7) et (XIII.4), on voit que le moment 
de torsion limite, compte tenu de la plasticité du matériau, est plus grand 
que le moment dangereux qui ne rend compte que des déformations élasti- 
ques. Cette relation vaut 


TT, = W, W, = (xd°/12)(16rd*) = 4/3. (XIHIL.9) 


Les expériences montrent que le moment de torsion limite calculé 
d’après la formule (XIIL.7) est très proche de la valeur empirique. 

Sans donner la déduction, indiquons seulement que pour une section 
annulaire de diamètre extérieur D et intérieur d, le moment plastique de la 
résistance à la torsion s’écrit 


W, à = rD1 — c?)/12, 


où 
c = d/D. 


Il est recommandé au lecteur de déduire lui-même cette formule. 


$ 109. Flexion plastique des poutres isostatiques 


En flexion plastique, on adopte comme état dangereux celui lorsque les 
contraintes normales aux points extrêmes de la section de la poutre attei- 
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gnent la limite d’écoulement (fig. XIII.5, a). Alors, on obtient pour le 
moment fléchissant 


M.= Wos (XIII.10) 


où W, est le moment de résistance à la flexion. Par exemple, pour un rec- 
tangle 


W, = bh?/6. 
Pourtant, comme le montrent les expériences, cet état n’est pas un état 
limite. La charge peut encore être poussée par suite de l'expansion de 
l’écoulement aux fibres intérieures. 


Le diagramme des contraintes à l’état limite est représenté sur la figure 
XIIL.S, b. 


a) Gg b) Gé ) CPS y 


Fig. XIII.S 


L'augmentation ultérieure de la charge est impossible (sans tenir : 
compte de la consolidation du matériau). Dans la section dangereuse solli- 
citée par le moment fléchissant maximal, il se forme ce qu’on appelle une 
articulation plastique, dans cette section le moment fléchissant atteint la 
valeur limite M. Ce moment est déterminé à partir de la condition qu’en 
tous les points de la section droite dangereuse les contraintes normales 
valent (en module) la limite d’écoulement o.. 

Considérons d’abord le cas de la flexion simple. Déterminons la posi- 
tion de l’axe neutre de la section. En tenant compte que l’effort normal 
résultant des forces normales intérieures o.A est nul, nous obtenons 

N = { oxdA = 0 
A 
ou h h 
04 | b dy — o, | b dy = 0, 
(0) 0 
où b est la largeur (variable) de la poutre. 

Les intégrales correspondent aux aires À, et À, des parties de la section 

tendue et comprimée. De la sorte, 


0,4, — À) = 0, (XIHI.11) 
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d’où 
À, = À. (XIII. 12) 


Par conséquent, dans le cas de la flexion plastique l'axe neutre divise la 
section en deux parties égales. 

Composons maintenant l’expression du moment fléchissant limite en 
tant que résultant des forces normales intérieures o,dF (fig. XIII.S, c) : 


ou 


Les intégrales donnent les moments statiques S, et S,, des parties supé- 
rieure et inférieure de l’aire de la section par rapport à l’axe neutre. Par 
conséquent, 


M, = ofSn + Sa). (XIHL.13) 


Pour les sections dont l’axe de symétrie est perpendiculaire au plan des 
forces, S,, = S, = Su» Où S% Est le moment statique de la demi-section 
par rapport à l’axe neutre. Alors, la formule (XIII.13) devient 


M, = 02% = 0W,. pr (XIIL.14) 


où W, 1 = 254, est ce qu’on appelle le moment plastique de résistance à la 
flexion. Par exemple, pour un rectangle 
hh bh° 


W, pl _ = 4 (XIII. 15) 


Par conséquent, pour une section rectangulaire 
M,/M.=W, VW, = (bh?/4):(bh°/6) = 1,5, 


x, pl 
c’est-à-dire compte tenu des déformations plastiques, le moment fléchis- 
sant limite devient 1,5 fois plus grand. Pour une section circulaire, le rap- 
port des moments limites vaut 1,7 ; pour la section annulaire à rapport 
d/D = 0,5, il vaut 1,57, et pour la section en H, environ 1,15. 

Comme le montre l’expérience, le mode envisagé est également applica- 
ble en tant que première approximation au cas général de la flexion lorsque 
les sections droites sont soumises aussi bien au moment fléchissant qu’à 
l'effort tranchant. 

Dans le calcul des poutres hyperstatiques la prise en compte des défor- 
mations plastiques permet de rendre évidentes les réserves dissimulées 
encore plus importantes de l’augmentation du pouvoir portant du système. 
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Considérons, par exemple, le travail de la poutre hyperstatique repré- 
sentée sur la figure VII.27. Le moment fléchissant sollicitant la section D 
étant maximal lorsque la contrainte suivant toute la section devient égale à. 
la limite d'écoulement, c’est là que se forme surtout l'articulation plasti- 
que. Pourtant, sa formation dans la section n’épuise pas encore le pouvoir 
portant de la poutre. La charge peut encore croître tant qu’il ne se forme 
dans la section C la deuxième articulation plastique qui transforme la pou- 
tre en système géométriquement modifiable incapable de supporter la 
charge. 


$ 110. Flexion plastique en présence de la consolidation 
du matériau 


Pour résoudre ce problème, admettons que la relation entre o et & est la 
même que pour un matériau plastique rigide : 


o = 0, + EE, (XII1I.16) 
où E, est le module de consolidation égal à la tangente de l’angle d’inclinai- 


son de la droite BC (fig. XII1.6). Convenons que pour la traction et la com- 
pression les modules de consolidation ont la même valeur. 


Fig. XI11.6 


Le modèle du matériau plastique rigide traduit bien les diagrammes 
réels o—e des matériaux plastiques. 

En se bornant aux cas de faibles déformations élasto-plastiques, on 
peut adopter comme pour la flexion dans le domaine élastique a) l’hypo- 
thèse des sections planes ; b) l’hypothèse de l’état de contrainte uniaxial de 
la poutre. È 

La figure XIII.7 montre comment a changé le réseau porté à la surface 
latérale d’une poutre sous l’action de l’essai. Cette photographie montre 
que malgré les déformations plastiques, dont témoignent les lignes de 
Tchernov-Lüders, l'hypothèse des sections planes garde sa valeur (les lignes 
verticales restent droites). 
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L'hypothèse des sections planes permet de déduire la formule qui éta- 
blit la loi linéaire de la distribution des déformations relatives suivant la 
hauteur de la poutre : 


€ = }/p, (XIIT.17) 


où y est la distance entre l’axe neutre et la fibre envisagée ; », le rayon de 
courbure de la poutre. 

La deuxième hypothèse et la formule (XIII.16) amènent pour la zone 
tendue 


o=0,+ÆE,y/p; (XIII. 18) 
pour la zone comprimée 
o = —(0, + E,y/p). (XIII. 18a) 


Pour déterminer le rayon de courbure examinons les sections à axe de 
symétrie horizontal et composons l’équation d’équilibre d’une partie de la 
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Fig. XIIL.7 


poutre. A cet effet, annulons la somme des moments par rapport à l’axe 
neutre 


2 | oy d4 = M, 


A/2 


où M est le moment fléchissant dans la section. 
En appliquant la formule (XIII.18), on obtient 


2 { (4 + Esy/p}y d4 = M (XIIL.19) 
A/2 
ou 
2 (æ dA + — [44 = M. (XII1.20) 
A/2 d A/2 
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Introduisons la notation 


A/2 
L =2 | y°dA = | y*d4, (XIIL.22) 
A/2 A 
où W,. , est le moment plastique de résistance à la flexion ; Z,, le moment 


d'inertie de la section par rapport à l’axe neutre x. 
Compte tenu des formules (XIII.21) et (XIII.22), la formule (XII1.20) 
entraîne 


0W, nr + Eil/p = M, (XIII.23) 
d’où 
1/p = M/ŒE:L,) — oW, y/(Œ:l,). (XIII.24) 
En portant la valeur de 1/9 de la formule (XII1.24) dans (XIII.18), il vient 
o = 04 + My/L, — oùW, yJ/L. (XIIL.25) 
Les contraintes maximales dans les fibres extrêmes sont 
o = +(0, + M/W, — o,W, /W,); (XIIL.26) 


pour o, = 0, on obtient la formule de la flexion linéaire connue. 
Le moment limite (de rupture) s’obtient à partir de la formule (XI11.26) 
sous des contraintes égales à la charge de rupture 


M, = WG, — 04) + o,W. o\ (XIII.27) 
lorsque o, = 0, (plasticité parfaite), on aboutit à la formule (XIII. 14) : 
M, =0W, pI- 


Exemple XIII.1. Calculer la charge limite d’une poutre de section rectangulaire b = 
= 4,67 cm ;h = 10,07 cm, en acier doux à o, = : o, = 430MPa;e, = re 
gement relatif à la rupture) ; W, = 78,6 cm° = 78,6: 107 "4m : We à = 118,4 cm? = 
= 118,4-10-m?. Longueur de la poutre / = 0,7 m; E, = (o, — o,)/e, = (430 - 
— 212)/0,24 = 910 MPa. 

Solution. Le moment de rupture se calcule d’après la formule “XIII.27) : 


M, = 78,6: 107 (430 — 212) + 212-118,4- 107 = 422-10° N°m. 


La charge destructrice s'écrit : 
F, = 4M /1 = 4:422-107/0,7 = 241-107 N = 241 kN. 


Dans les expériences, l’essai d’unc telle poutre a été arrêté sous la charge de 282 kN par suite 
de déformations excessives. 

Le dépassement de la charge destructrice réelle par rapport à celle de calcul s’explique par le 
fait que, dans la zone de consolidation, la convexité du diagramme réel o—€ est orientée en haut 
et passe au-dessus de la droite de calcul BC (cf. le pointillé de la figure XIII.6). 
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Si l’on calcule le moment limite sans prendre en compte la consolidation, on obtient 
M,=0W, y = 212-118,4- 107$ = 252-10- N-m. 


u è x, 
La charge destructrice ‘obtenue serait alors 
, = 4:252-10-/0,7 = 144-10° N = 144 RN, 


ce qui est de 40 % moins que F, calculée compte tenu de la consolidation. 
On voit donc que la consolidation influe sensiblement sur la valeur de la charge de rupture. 


$ 111. Généralités sur le calcul d’après les états limites 


La méthode de calcul des pièces décrite dans les chapitres précédents 
s’appelle calcul d’après les contraintes admissibles. Dans cette méthode le 
calcul des pièces à la résistance et à la rigidité est mené en observant la loi 
de Hooke. On y considère que l’état dangereux de la pièce est tel que la 
contrainte atteigne ne serait-ce qu’en un point (point dangereux) la limite 
d'écoulement. 

On admet que la résistance de la pièce est assurée et la contrainte de ser- 
vice (active) au point dangereux ne dépasse pas la contrainte admissible 


O < Ondm = 2e//ladm (XI11.28) 


OÙ 7 ,4m est le coefficient de sécurité normalisé. 
Le coefficient de sécurité réel est déterminé comme le rapport entre la 
limite d’écoulement et la contrainte réelle : 


n = 0,/0. (XIIT.29) 


Pourtant, comme nous l’avons dit précédemment, en appliquant la loi 
de Hooke, on ne peut pas calculer les charges limites que la pièce est capa- 
ble de supporter à l’instant de la rupture ou à l’instant de la formation 
d’une déformation plastique déterminée. 

Dans de nombreux cas, il est plus correct de mener les calculs à la résis- 
tance sous l’action des charges statiques compte tenu des déformations 
plastiques, comme nous l’avons décrit dans ce chapitre, et calculer le coef- 
ficient de sécurité comme le rapport de la charge limite F, à la charge de 
service F : 


n = F,/F. (XIHI1.29a) 


Dans les calculs des pièces, il est également plus correct d’utiliser non 
pas un seul coefficient de sécurité, mais tout un système de coefficients par- 
ticuliers susceptibles de rendre compte de l’influence des facteurs princi- 
paux sur la résistance de la pièce. Ceci permet d’évaluer d’une façon plus 
différenciée les conditions concrètes très variées du service de la pièce. 

Ceci fait que ces derniers temps la mérode de calcul des pièces d'apres 
les états limites est appliquée de plus en plus souvent; dans des cas définis, 
elle permet de prendre en compte les déformations plastiques. 
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De nos jours, en U.R.S.S. il est de rigueur de mener le calcul des struc- 
tures des constructions d’après les états limites. En construction mécanique 
où les conditions de service sont très variées, la réglementation des métho- 
des de calcul n’est pas aussi rigoureuse. Actuellement la méthode la plus 
usitée dans ce domaine est encore le calcul d’après les états élastiques 
(d’après les contraintes admissibles). Toutefois, là aussi on commence à 
appliquer la méthode des états limites. 

Comme états limites d’une pièce de machine on peut adopter : 

1. L'état limite par rapport au pouvoir portant, déterminé par les char- 
ges qui correspondent aux états limites de la résistance, de la stabilité, de 
l'endurance, des déformations plastiques. Ces charges peuvent être consti- 
tuées par les forces F, les moments M, les pressions g, etc. 

2. L'état limite par rapport aux déformations et déplacements, dont la 
valeur, atteinte par une pièce qui conserve la résistance et la stabilité, rend 
impossible pour cette pièce son service ultérieur. 

3. L’état limite par rapport à l’usure superficielle de la pièce. 

Chacun de ces états limites est défini par la condition qui indique que 
pour assurer la sécurité en service les forces appliquées doivent être infé- 
rieures à la valeur limite, et à l’état limite, égales à cette valeur. 

Pour le premier état limite c’est la condition dite d’indestructibilité, qui 
est de la forme - 


N<N,, (XIIIL.30) 


u 


où N est l’effort de calcul supporté par la pièce ; N°, la résistance limite de 
la pièce relative à l’instant de la perte du pouvoir portant. 

L’effort de calcul de la pièce est déterminé comme la somme des efforts 
résultant de chaque charge normalisée, compte tenu des coefficients de sur- 
charge n, supérieurs à l’unité associés à chaque charge. Ainsi, 


N= > Nn. (XIIL.31) 


La résistance limite N, dépend de la forme et des dimensions de la 
pièce, de la résistance du matériau à la forme correspondante de la défor- 
mation et des conditions de service, c’est-à-dire 


N, = n2n:0,À, (XII1.32) 


u 

où n, est le coefficient d’homogénéité du matériau ; n,, le coefficient de 
service qui rend compte de la responsabilité de la pièce et d’autres particu- 
larités non traduites directement par le calcul ; o,, la résistance normalisée 
du matériau (pour les matériaux plastiques, la valeur normalisée de la 
limite d’écoulement ; pour les matériaux fragiles, la valeur normalisée de la 
charge de rupture ; dans le calcul à la fatigue, la limite d'endurance) ; 4, le 
facteur géométrique de la pièce (aire, couple de réaction, etc.). 
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Dans le calcul à la fatigue, la résistance limite doit inclure les coeffi- 
cients correspondants réduisant le pouvoir portant de la pièce (coefficient 
de concentration, facteur d’échelle, etc.). 

Ainsi, sous la forme développée, la condition d’indestructibilité s’écrit 


Nr =N<nN0,A. (XII1.33) 


Pour le deuxième état limite, la condition limite est de la forme 
ASÇA,, (XIII.34) 


où A est le déplacement maximal de la section de la pièce sous l’action de la 
charge de service ; A,, le déplacement limite imposant l’arrêt du travail de 
la pièce (fonction de la destination de la pièce). 

Pour une application plus large de la méthode de calcul d’après les états 
limites en construction mécanique, il faut réaliser une normalisation plus 
détaillée des coefficients de surcharge, d’homogénéité, de conditions de 
service, de déformation plastique limite, de l’usure limite, etc. 

Ceci permettra en choisissant les dimensions de la pièce de s’appuyer 
non seulement sur l’expérience et l’art de l’agent d’étude, mais aussi sur les 
critères objectifs et les normes, ce qui accroîtra la fiabilité des pièces et per- 
mettra de diminuer le débit des matériaux dans leur fabrication. 


$ 112. Tendances modernes dans 
le développement des méthodes de calcul 
des constructions 


Les méthodes de calcul des constructions ne cessent de se développer en 
devenant plus exactes et plus parfaites. 

Ces dernières années, on étudie intensément les problèmes de la dyna- 
mique des constructions, les méthodes de leur calcul, compte tenu des pro- 
priétés plastiques du matériau, les méthodes de calcul à la stabilité, les 
questions d’applicabilité des ordinateurs, les méthodes de conception des 
constructions à poids minimal, etc. 

Une attention particulière impose la méthode nouvelle en principe du 
calcul des constructions appliquée ces dernières années surtout en Union 
Soviétique (ouvrages de N. Stréletski, A. Rjanitsyne, V. Bolotine, etc.). On 
peut l’appeler par convention méthode probabiliste-statistique ou simple- 
ment s'atistique. 

D’après son idée maîtresse, les quantités qui figurent dans les équations 
de la résistance, de la rigidité et de la stabilité, telles les charges, les caracté- 
ristiques des propriétés du matériau, les caractéristiques géométriques des 
sections, sont envisagées non pas comme des constantes strictement défi- 
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nies, mais comme des grandeurs aléatoires (ensembles statistiques) présen- 
tant une variabilité (diffusion) connue, parfois très importante. L'étude de 
ces variations n’est possible que sur la base de la théorie des probabilités. 

Le degré de diffusion de telle ou telle quantité est défini par la courbe de 
distribution correspondante. 

La figure 1.6 représente à titre d'exemple la courbe de distribution de la 
charge, et la figure 11.12, la courbe de distribution de la limite d’écoule- 
ment de l’acier à bas carbone. 

Même des grandeurs aussi constantes que l’aire de la section, le couple 
de réaction, le moment d’inertic et simplement les dimensions linéaires de 
la pièce, sont en fait des grandeurs statiquement variables par suite des 
erreurs inévitables de leurs fabrication et mesures. 

Les courbes de distribution peuvent se construire d’après les données 
expérimentales ou, dans certains cas, d’une façon purement spéculative 
suivant les lois théoriques qui correspondent aux indices importants de 
l’ensemble statistique donné. Il existe des indices (de Pearson, Kolmogo- 
rov, Bernstein) qui permettent d’établir que la courbe théorique corres- 
pond assez bien à la courbe empirique. 

Les courbes de distribution peuvent être symétriques (cf. fig. II.22) et 
asymétriques (cf. fig. 1.6). La courbe théorique la plus usitée décrivant la 
distribution symétrique est la courbe en cloche ou la courbe de Gauss, qui 
porte également le nom de la loi normale (cf. fig. 11.22). 

La courbe de Gauss peut également s’employer pour les lois de distribu- 
tion asymétrique en y apportant telle ou telle « correction ». L'observation 
de la loi de Gauss pour décrire les phéhomènes asymétriques est désirable 
du fait que les opérations mathématiques où elle est appliquée sont les plus 
simples, bien étudiées et tabulées. 

En connaissant les courbes de distribution des grandeurs initiales il est 
possible d’après les règles de la théorie des probabilités de tracer les courbes 
de distribution des fonctions. 

Ainsi, en disposant de la courbe dé distribution de la charge et de l’aire 
de la section, on peut construire la courbe de distribution de la contrainte 
normale pour la traction centrale o = F/A. 

Si les courbes de distribution de F et de À ont une forme normale, la 
courbe de distribution de o sera aussi normale. Puis on écrit la condition de 
la résistance qui, traduite par les contraintes, est de la forme 


o <0 (XIIL.35) 


où a est la contrainte de calcul ; o,, la contrainte limite (pour les matériaux 
plastiques, la limite d'écoulement 0.). 

Lorsqu’on tient compte des déformations plastiques, les contraintes 
sont remplacées par les efforts 


N<N.. (XI11.36) 
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La question du degré de diminution de la contrainte de calcul par rap- 
port à la contrainte limite est résolue par la méthode existante des contrain- 
tes admissibles en introduisant du coefficient de sécurité n. 

La méthode statistique reconnaît que la diminution de n fois des gran- 
deurs figurant dans les deuxièmes membres des expressions (XI11.35) et 
(XI11.36) n’assure pas à 100 % l’indestructibilité de la pièce, les courbes de 
distribution ne coupant pas l’axe horizontal. C’est pourquoi, même lors- 
que le coefficient de sécurité est notable, la probabilité de la rupture d’une 
pièce demeure toujours. 

Le problème consiste à savoir déterminer cette probabilité et à adopter 
en fonction de la destination de la pièce comme valeur admissible telle ou 
telle valeur. A cet effet, il faut construire la courbe de distribution de la 
fonction de résistance D = N, — N (ou o, — a). Dans le cas de la forme 
normale des fonctions de distribution de o, et de o, la courbe de D sera éga- 
lement normale (fig. XII1.8). 


Pp 


Fig. XI11.8 


En ordonnées on porte les valeurs de la densité de probabilité de la dis- 
tribution de la fonction D ; en abscisses, les valeurs de la fonction D elle- 
même. L’aire sous la courbe est égale à l’unité. Les valeurs positives de la 
fonction D correspondent aux cas des sollicitations assurant la sécurité, les 
valeurs négatives, aux cas de la rupture de la pièce ou des déformations 
inadmissibles. 

La probabilité Q de la destruction de la pièce est définie par l’aire sous 
la courbe de distribution de la fonction dans les limites de moins l’infini à 


zéro 
0 


Q= {| PodD. (XILL.37) 


Au lieu de la probabilité de la destruction Q, on peut opérer avec la pro- 
babilité de l’indestruction P (fiabilité), caractérisée par l’aire sous la partie 
positive de la courbe 

P = | PrdD = 1] — Q. (XII1.38) 


0 
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Pour l'intégrale (XII1.37) on peut recourir aux tableaux. La probabilité 
calculée de la destruction de la construction ne doit pas dépasser une petite 
grandeur appelée probabilité admissible de la destruction de la construc- 
tion. 

La probabilité admissible de destruction de la pièce doit être choisie en 
fonction des conséquences éventuelles, susceptibles d’être provoquées par 
la rupture de la pièce. Si sa rupture peut causer des victimes humaines, la 
probabilité retenue de cette rupture doit être très petite, pratiquement 
nulle. 

Les recherches du professeur N. Stréletski ont montré que pour la réali- 
sation des constructions la probabilité de la rupture varie de 1:10 à 
1:10 - ?, c’est-à-dire un million de constructions comporte en moyenne une 
qui peut rompre à n’importe quel moment. 

L'un des projets des normes de calcul des ouvrages particulièrement 
responsables (1958) recommandait de retenir si leur mise hors service était 
catastrophique, une probabilité de destruction admissible égale à 3: 106, 
c’est-à-dire admettait qu’un million d’ouvrages pouvait comporter trois 
qui peuvent subir une destruction éventuelle. 

Si la destruction de la pièce (de l’ouvrage) n’entraîne pas de victimes 
humaines, mais impose seulement une réparation ou un remplacement de 
cette pièce, la probabilité de destruction admissible peut être établie d’après 
des considérations purement économiques, et notamment, d’après la con- 
dition du prix minimal de la pièce (prix de fabrication et prix de 
réparation). 

L'application pratique de la méthode statistique doit être précédée d’un 
travail de recherche vaste portant sur l’étude des courbes de distribution 
des charges, des caractéristiques de la résistance du matériau et d’autres 
grandeurs qui interviennent dans la résistance de la construction. 

Ces dernières années apparaissent de nouveaux matériaux autrefois 
inconnus et qui possèdent parfois des propriétés inédites. 

La création de nouveaux matériaux, et, en particulier, des matériaux 
composés, n’est pas seulement l’œuvre des spécialistes dans ce domaine, 
mais aussi de ceux qui étudient la résistance, parce que ce n’est qu’en colla- 
boration avec ces derniers qu’il est possible de concevoir les matériaux 
composés les plus efficaces. Il devient alors possible de créer des matériaux 
aux propriétés données à l’avance et assurant le service optimal de telle ou 
telle pièce, compte tenu des conditions fonctionnelles, de l’allure des char- 
ges et des sollicitations thermiques. Ces problèmes de la résistance ont été 
rendus particulièrement compliqués par l’utilisation de l’énergie atomique 
et l’assimilation de l’espace cosmique. Ce sont les cas où se présente la 
nécessité de résoudre des problèmes posés par la résistance des éléments des 
machines et des appareils travaillant dans des conditions extrémales. 

Aux conditions extrémales qui altèrent sensiblement la résistance du 
matériau se rapportent Îles températures élevées atteignant 3000 ou 
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4000 °C, ainsi que les températures basses frisant le zéro absolu, la 
radioactivité intense, les gaz portés à de hautes températures et contenant 
des additions chimiques actives, les fusions des métaux et l’eau de mer, 
ainsi que l'intervention simultanée des facteurs mentionnés. 

Il faut considérer également que les conditions sont extrémales lorsque 
le service s’accompagne des régimes instables des sollicitations et de la tem- 
pérature, y compris des charges impulsionnelles périodiques ou aléatoires 
et des successsions brusques de température, c’est-à-dire des conditions 
Caractéristiques du fonctionnement réel de nombreuses installations éner- 
gétiques, des appareils de vol, des turbines, des corps des vaisseaux sub- et 
sous-marins, des installations chimiques, des conduites, des moteurs à 
combustion interne, du matériel roulant des chemins de fer et du transport 
automobile, etc. 

Nombreux de ces objets sont le siège de la combinaison complexe des 
facteurs les plus divers qui exercent une action défavorable sur la résistance 
et la fiabilité des éléments les plus responsables. Ceci pose aux spécialistes 
dans le domaine de la résistance des problèmes urgents dont la solution est 
rendue impérative par le progrès technique. 

Avant tout l’attention doit être portée sur l’accumulation des données 
empiriques sur les propriétés physiques et mécaniques de divers matériaux 
dans les conditions proches au maximum de celles du service et extrémales 
pour les matériaux considérés. 

La nécessité d’étudier les conditions expérimentales de ce genre est con- 
ditionnée par le fait que l’action déconsolidante des facteurs mentionnés 
qui interviennent dans le service ne se prête pas à l’évaluation par voie théo- 
rique. Il convient de noter que l’exploration des propriétés de résistance et 
de déformation d’un matériau impose l’étude des possibilités éventuelles de 
son utilisation optimale dans tels ou tels éléments des constructions. 

Dans d’autres cas, il faut rendre évidentes celles des modifications com- 
plémentaires de nature technologique et conceptive, qui améliorent sensi- 
blement les propriétés physiques et mécaniques les plus importantes du 
matériau, et par suite, sa résistance et sa fiabilité en service dans telles ou 
telles conditions. 

En concrétisant ce qui vient d’être dit, voici les problèmes qui doivent 
être résolus le plus vite possible dans le domaine de la résistance. 

1. Etude de la résistance aux températures élevées des matériaux réfrac- 
taires et difficilement fusibles à l’état de contrainte simple et composé, 
aussi bien pour des charges statiques de courte et de grande durée, que pour 
des charges alternatives et des variations brusques de la température. 

2. Etude des caractéristiques mécaniques principales de la résistance et 
de la plasticité des matériaux aux températures basses et élevées sous des 
charges statiques, alternatives et impulsionnelles, compte tenu des facteurs 
techniques de conception et de technologie. 

3. Etude de l’influence de l’irradiation dans les piles atomiques sur la 
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résistance de courte et de grande durée et sur la plasticité, ainsi que sur les 
autres propriétés mécaniques des matériaux de construction, pour de diffé- 
rentes formes d’action des forces et de la température, dans le but d’évaluer 
l’effet produit par le rayonnement. 

4. Etude d? l’action exercée par les milieux agressifs (produits de com- 
bustion, eau de mer, etc.) sur les propriétés mécaniques des matériaux sous 
de différentes formes de sollicitation et sous des températures différentes, 
dans le bu: de mettre en évidence l’effet de la déconsolidation. 

5. !:xplora:ion des caractéristiques de la résistance des matériaux com- 
posés. 

6. Exploration de la résistance des matériaux fragiles du type verre et 
métal dans le but de créer des constructions techniques rationnelles, où 
dans la pleine mesure seraient réalisées les propriétés caractéristiques avan- 
tageuses (faible poids spécifique, résistance élevée à la compression). 

7. Développement ultérieur de la mécanique de destruction, et en pre- 
mier lieu de la théorie des fissures, et établissement des critères des états 
limites des constructions, ainsi que la prévision de leur longévité. 

$. Questions de fatigue, et en premier lieu de la fatigue provoquée par 
des 5ollicitations cycliques peu nombreuses. 

©. Etude des aspects physiques de la résistance des matériaux et des élé- 
ments de constructions en recourant largement à la microscopie électroni- 
que, la défectoscopie ultrasonore, etc. 

10. Recherches des méthodes d’évaluation de l’accumulation de la 
défectivité du matériau et établissement de la dynamique de ses variations 
en service des éléments des constructions responsables soumis à des con- 
traintes élevées. 


ANNEXES 
Aciers laminés conformes à GOST 8239-72, 8240-72, 8509-72* 
(N CAEM 1004-74); 8510-72 (N CAEM 255-76) 
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